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Exercice 1 ( 05 pts ).
Déterminer les valeurs de � pour que f soit un produit scalaire sur R3

8X; Y 2 R3 W f .X; Y / D x1y1C2x2y2C.2C2�

2
/x3y3Cx1y2Cx2y1Cx1y3Cx3y1C.1C�/x2y3C.1C�/x3y2:

Exercice 2 ( 05 pts ).
Soit E D R4 vu comme un R - espace vectoriel et soit le produit scalaire canonique défini par

hX; Y i D x1y1 C x2y2 C x3y3 C x4y4:

soit le sous espace vectoriel F de E défini par

F D fX 2 E W x1 C x2 C x3 C x4 D 0; x1 � x2 C x3 � x4 D 0; g
1. Déterminer une base de F.
2. Déterminer la matrice de Gram associée à la base de F.
3. Déterminer la projection orthogonale sur F.
4. Déterminer la distance entre un vecteur X de E et le sous espace vectoriel F.

Exercice 3 ( 05 pts ).
Soit E D R3 vu comme étant un R - espace vectoriel et soit les deux sous espaces

F D fX 2 E W x � y � z D 0g ; G D fX 2 E W x D 0; y � z D 0g ;

1. Montrer qu’il existe une projection P sur F dirigée par G et déduire le KerP et ImP .
2. Déterminer l’expression de cette projection.
3. Cette projection est - elle une projection orthogonale (on utilise le produit scalaire canonique de R3).

Exercice 4 ( 05 pts ).
Soit la matrice

A D

0
@

1 0 1

0 1 0

1 0 1

1
A

:

1. Montrer que A est diagonalisable.
2. Déterminer une base orthonormée de R3 formée par les vecteurs propres de A.
3. Montrer que .A � I/2 représente la matrice associée à une projection P et donner son expréssion.
4. Déterminer l’espace sur lequel P fait la projection et l’espace avec lequel cette projection est dirigée.
5. Déduire que cette projection est une projection orthogonale.

Indication pour l’exercice 4 :

Si � est une valeur propre de A alors � � 1 est une valeur propre de A � I.
”Le sous espace propre de A associé à la valeur propre �” = ”Le sous espace propre de A � I associé à la valeur
propres � � 1”.
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Exercice 1 ( 05 pts ).
Déterminer les valeurs de � pour que f soit un produit scalaire sur R3

8X; Y 2 R3 W f .X; Y / D x

1

y

1

C2x

2

y

2

C.2C2�

2

/x

3

y

3

Cx

1

y

2

Cx

2

y

1

Cx

1

y

3

Cx

3

y

1

C.1C�/x

2

y

3

C.1C�/x

3

y

2

:

f .X; Y / D
3X

i;j D1

a

ij

x

i

y

j

 � 00.50 pt

donc f est une forme bilinéaire de plus

M
Canonique

.f / D
0
@

1 1 1

1 2 1C �

1 1C � 2C 2�

2

1
A

;

tM
Canonique

.f / DM
Canonique

.f /:  � 00.50 pt

donc f est bilinéaires symétrique.
Il suffit de montrer que la forme bilinéaires symétrique f est définie positive

Q.X/ D f .X; X/ D x

2

1

C 2x

2

2

C .2C 2�

2

/x

3

3

C 2x

1

x

2

C 2x

1

x

3

C .2C 2�/x

2

x

3

 � 00.50 pt

D Œx

2

1

C 2x

1

.x

2

C x

3

/çC 2x

2

2

C .2C 2�

2

/x

3

3

C .2C 2�/x

2

x

3

 � 00.50 pt

D Œx

1

C x

2

C x

3

ç

2 � .x

2

C x

3

/

2 C 2x

2

2

C .2C 2�

2

/x

3

3

C .2C 2�/x

2

x

3

 � 00.50 pt

D Œx

1

C x

2

C x

3

ç

2 C x

2

2

C .1C 2�

2

/x

3

3

C 2�x

2

x

3

 � 00.50 pt

D Œx

1

C x

2

C x

3

ç

2 C Œx

2

2

C 2x

2

.�x

3

/çC .1C 2�

2

/x

3

3

 � 00.50 pt

D Œx

1

C x

2

C x

3

ç

2 C Œx

2

2

C �x

3

ç

2 � .�x

3

/

2 C .1C 2�

2

/x

3

3

 � 00.50 pt

D Œx

1

C x

2

C x

3

ç

2 C Œx

2

C �x

3

ç

2 C .1C �

2

/x

3

3

 � 00.50 pt

on a
8� 2 R W Sg.Q/ D .3; 0/

donc f est un produit scalaire pour tout � 2 R.  � 00.50 pt

Exercice 2 ( 05 pts ).
Soit E D R4 vu comme un R - espace vectoriel et soit le produit scalaire canonique défini par

hX; Y i D x

1

y

1

C x

2

y

2

C x

3

y

3

C x

4

y

4

:

soit le sous espace vectoriel F de E défini par

F D fX 2 E W x

1

C x

2

C x

3

C x

4

D 0; x

1

� x

2

C x

3

� x

4

D 0; g
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1. Déterminer une base de F.

B D

8̂
<̂
ˆ̂:

v

1

D

0
BB@

1

0

�1

0

1
CCA ; v

2

D

0
BB@

0

1

0

�1

1
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9>>=
>>;

:  � 00.50 pt

2. Déterminer la matrice de Gram associée à la base de F.

G D
✓ hv

1

; v

1

i hv
1

; v

2

i
hv

2

; v

1

i hv
2

; v

2

i
◆
D

✓
2 0

0 2

◆
:  � 01.00 pt

3. Déterminer la projection orthogonale sur F.

✓
˛

ˇ

◆
D G

�1

✓ hX; v

1

i
hX; v

2

i
◆
D

0
BB@

x

1

� x

3

2

x
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� x

4

2

1
CCA  � 01.50 pt

P.X/ D ˛v

1

C ˇv

2

D

0
BBBBBBBBBBBB@

x
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� x

3

2

x

2

� x

4

2

�x

1

� x

3

2

�x

2

� x

4

2

1
CCCCCCCCCCCCA

:  � 01.00 pt

4. Déterminer la distance entre un vecteur X de E et le sous espace vectoriel F.

d.X;F/ D d.X; P.X// D
q
jj X jj2 � jj P.X/ jj2 D

s
.x

1

C x

3

/

2

2

C .x

2

C x

4

/

2

2

 � 01.00 pt

Exercice 3 ( 05 pts ).
Soit E D R3 vu comme étant un R - espace vectoriel et soit les deux sous espaces

F D fX 2 E W x � y � z D 0g ; G D fX 2 E W x D 0; y � z D 0g ;
1. Montrer qu’il existe une projection P sur F dirigée par G et déduire le KerP et ImP .

(a) On montre qu’il existe une projection sur F dirigée par G.

i. Détermination d’une base de F et d’une base de G.

F D Vect

*
v

1

D
0
@

1

1

0

1
A

; v

2

D
0
@

1

0

1

1
A

+
:  � 00.50 pt

G D Vect

*
v

3

D
0
@

0

1

1

1
A

+
:  � 00.50 pt

ii. On Montre que E D F˚G.

det

0
@

v

1

v

2

v

2

1
A D

0
@

1 1 0

1 0 1

0 1 1

1
A D �2 ¤ 0

donc E D F˚G.  � 00.50 pt
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iii. Conclusion.
vu que E D F˚G donc il existe une projection sur F dirigée par G.  � 00.50 pt

(b) Déduction du KerP et ImP .

KerP D G; ImP D F:  � 00.50 pt

2. Déterminer l’expression de cette projection.
Vu que E D F˚G donc pour X 2 E on a :

X D ˛v

1

C ˇv

2„ ƒ‚ …
D X

1

2 F
C �v

3„ƒ‚…
D X

2

2 G
:  � 00.50 pt

ce qui donne le système suivant

8<
:

˛ C ˇ D x

1

˛ C � D x

2

ˇ C � D x

3

H)

8̂
<̂
ˆ̂:

˛ D x

1

C x

2

� x

3

2

ˇ D x

1

� x

2

C x

3

2

 � 00.50 pt

et finalement l’expression de la projection P est

P.X/ D X

1

D ˛v

1

C ˇv

2

D

0
BBBBBBB@

x

1

x

1

C x

2

� x

3

2

x

1

� x

2

C x

3

2

1
CCCCCCCA

 � 00.50 pt

3. Cette projection est - elle une projection orthogonale (on utilise le produit scalaire canonique de R3).
Vu que < v

1

; v

3

>D 1 ¤ 0 donc F 6?G et donc P n’est pas une projection orthogonale.  � 01.00 pt

Exercice 4 ( 05 pts ).
Soit la matrice

A D
0
@

1 0 1

0 1 0

1 0 1

1
A

:

1. Montrer que A est diagonalisable.
La matrice A est symétrique à coefficient à coefficient R donc elle est diagonalisable.  � 00.50 pt

2. Déterminer une base orthonormée de R3 formée par les vecteurs propres de A.

(a) Détermination des valeurs propres de A.

PA.�/ D ��.� � 1/.� � 2/:  � 00.75 pt

(b) Détermination des vecteurs propres de A.

E
0

D
*0
@

1

0

�1

1
A

+
; E

1

D
*0
@

0

1

0

1
A

+
; E

2

D
*0
@

1

0

1

1
A

+
:  � 00.75 pt

(c) Détermination d’une base orthonormée formée par les vecteurs propres de A. On utilise le fait que les sous
espaces propres d’une matrice réelle symétrique sont deux à deux orthogonaux alors il suffit de normaliser
les vecteurs propres de A, ce qui donne

B D
8<
:

1p
2

0
@

1

0

�1

1
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;

0
@
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1

0

1
A
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1p
2

0
@

1

0

1

1
A

9=
; :  � 00.50 pt
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3. Montrer que .A � I/2 représente la matrice associée à une projection P et donner son expréssion.
(a) On montre que .A � I/2 représente la matrice associée à une projection.

C D .A � I/2 D
0
@

0 0 1

0 0 0

1 0 0

1
A

2

D
0
@

1 0 0

0 0 0

0 0 1

1
A  � 00.50 pt

le calcule donne
C2 D C:  � 00.50 pt

donc C D .A � I/2 représente la matrice associée à une projection P .
(b) L’expression de P .  � 00.50 pt

P.X/ D CX D
0
@

x

0

z

1
A

4. Déterminer l’espace sur lequel P fait la projection et l’espace avec lequel cette projection est dirigée.
(a) L’espace sur lequel on fait la projection :  � 00.50 pt

P.X/ D
0
@

x

0

z

1
A D x

0
@

1

0

0

1
AC z

0
@

0

0

1

1
A

donc

Im.P / D Vect

*0
@

1

0

0

1
A

;

0
@

0

0

1

1
A

+

(b) L’espace avec lequel on dirige la projection :  � 00.50 pt

X 2 Ker.P / H) P.X/ D 0 H) x D z D 0 H) X D
0
@

0

y

0

1
A D y

0
@

0

1

0

1
A

donc

Ker.P / D Vect

*0
@

0

1

0

1
A

+
:

5. Déduire que cette projection est une projection orthogonale.  � 00.50 pt
Vu que Ker.P /?Im.P / donc la projection est orthogonale.

On utilisant l’indication :
On a Sp.A/ D f0; 1; 2g donc Sp..A � I/2

/ D ˚
.�1/

2

; 0; 1

 
et donc

Ker..A � I/2

/ D E.A�I/2

0

D EA
1

; E.A�I/2

1

D EA
0

˚ EA
2

:

On utilise le fait que les sous espaces propres de A sont deux à deux orthogonaux donc

E.A�I/2

0

? E.A�I/2

1

D EA
0

˚ EA
2

on utilise le fait qu’on a une projection orthogonale donc

Ker..A � I/2

/ D E.A�I/2

0

D EA
1

; Im..A � I/2

/ D E.A�I/2

1

D EA
0

˚ EA
2

:
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