
R É P U B L I Q U E A L G É R I E N N E D É M O C R A T I Q U E E T P O P U L A I R E
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Exercice 1 ( 06 pts ).

Soit la matrice A définie par

A D

0
@

2 � 1 1

0 1 1

� 1 0 3

1
A :

1. Montrer que A admet qu’une seul valeur propre �0 D 2 de multiplicité trois.

2. Donner la décomposition de Dunford de la matrice A.

3. Résoudre le système
d

dt
X D A X :

Exercice 2 ( 08 pts ).

Soit la matrice A définie par

A D

0
BB@

3 � 1 1 1

� 1 3 1 1

1 � 1 1 � 1

� 1 1 1 3

1
CCA :

1. Montrer que le polynôme caractéristique de la matrice A vaut

PA.�/ D .2 � �/3.4 � �/:

2. Déterminer les vecteurs propres de la matrice A.

3. Donner la réduction de Jordan de la matrice A et déduire le polynôme minimal de A.

4. Donner l’expression de A�1 en fonction de la matrice A sans calcule.

5. Donner la forme de la décomposition de Dunford de la matrice A sans calcule.

6. Calculer le terme générale de la suite vectoriel du terme générale Xn définie par

XnC1 D AXn; X0 2 R4:
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Exercice 3 ( 06 pts ).

L’objective de cet exercice est de résoudre le système suivant
⇢

f . 2 / � 2 g. 1 / C f D 0 ;

g. 2 / � f . 1 / D 0 ;

on pose

d

dt
X D

0
BB@

f . 2 /

g. 2 /

f . 1 /

g. 1 /

1
CCA ; X D

0
BB@

f . 1 /

g. 1 /

f

g

1
CCA :

1. Déterminer la matrice A de tel sorte que
d

dt
X D A X :

2. Montrer que le polynôme caractéristique de la matrice A vaut

PA. � / D �2 . � � 1 / . � C 1/ :

3. Donner la réduction de Jordan de la matrice A et une matrice de passage correspondante.

4. Déterminer la solution de
d

dt
X D A X :

5. Déduire les deux fonction f et g.
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Exercice 1 ( 06 pts ).

Soit la matrice A définie par

A D
0
@

2 � 1 1

0 1 1

� 1 0 3

1
A :

1. On montrer que A admet une seul valeur propre �0 D 2 de multiplicité trois.01 pts

PA.�/ D det.A � �I/ D �.� � 2/3:

2. La décomposition de Dunford de la matrice A.02 pts

A D D C N ; D D
0
@

2 0 0

0 2 0

0 0 2

1
A ; N D

0
@

0 � 1 1

0 � 1 1

� 1 0 1

1
A

3. Résolution du système03 Pts
d

dt
X D A X :

on a

X D eA t C D e D t C N t C D e D t eN t C D
0
@

e2t 0 0

0 e2t 0

0 0 e2t

1
A
 C1X

kD0

N k

kä
tk

!
C

On utilise le fait que N est nilpotente on a N 3 D 0, ce qui donne

X D
0
@

e2t 0 0

0 e2t 0

0 0 e2t

1
A
✓

I C N t C N 2

2
t2

◆
C; N 2 D

0
@

� 1 1 0

� 1 1 0

� 1 1 0

1
A ; C 2 R3:

Exercice 2 ( 08 pts ).

Soit la matrice A définie par

A D

0
BB@

3 � 1 1 1

� 1 3 1 1

1 � 1 1 � 1

� 1 1 1 3

1
CCA :

1. Le polynôme caractéristique de la matrice A01 pt

PA. � / D det . A � � I / D . 2 � � /3 . 4 � � / :

1



2. Détermination des vecteurs propres de la matrice A.01 pt

E2 D Vect

* 0BB@
1

1

0

0

1
CCA ;

0
BB@

0

0

�1

1

1
CCA
+

; E4 D Vect

* 0BB@
1

�1

0

0

1
CCA
+

:

3. La réduction de Jordan de la matrice A et le polynôme minimal de A.02 pts

A0 D

0
BB@

2 1 0 0

0 2 0 0

0 0 2 0

0 0 0 4

1
CCA ; mA. � / D . � � 2 /2 . � � 4 / :

4. L’expression de A�1 en fonction de la matrice A. On utilise le fait que le polynôme minimale est annulateur
de A donc01 pt

. A � 2 I /2 . A � 4 I / D 0 H) A3 � 8 A2 C 20 A � 16 I D 0

H) A
�
A2 � 8 A C 20 I

� D 16 I

H) A
✓

1

16
A2 � 1

2
A C 5

4
I
◆

„ ƒ‚ …
D A� 1

D I :

5. La forme de la décomposition de Dunford de la matrice A.

(a) Détermination de la matrice de passage01 pt

Av1 D 2v1

Av2 D v1 C 2v2

Av3 D 2v3

Av4 D 4v4

si le vecteur v1 prend comme valeur l’un des deux vecteurs
0
BB@

1

1

0

0

1
CCA ;

0
BB@

0

0

�1

1

1
CCA ;

cela conduit à une contradiction lors de la résolution de l’équation deux du système précèdent, pur cela
on prend une combinaison linéaires de ces deux vecteurs, par exemple

v1 D

0
BB@

1

1

�1

1

1
CCA ;

ce qui donne que

v2 D

0
BB@

0

0

1

0

1
CCA ; v3 D

0
BB@

0

0

�1

1

1
CCA ; = v4 D

0
BB@

1

�1

0

0

1
CCA ;

et donc

P D

0
BB@

1 0 0 1

1 0 0 � 1

� 1 1 � 1 0

1 0 1 0

1
CCA :
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(b) La décomposition de Dunford est de la forme01 pt

A D P

D D0
‚ …„ ƒ0
BB@

2 0 0 0

0 2 0 0

0 0 2 0

0 0 0 4

1
CCAP �1

„ ƒ‚ …
D D

C P

D N 0
‚ …„ ƒ0
BB@

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

1
CCAP �1

„ ƒ‚ …
D N

6. Calculer du terme générale de la suite vectoriel01 pt

XnC1 D A Xn ; X0 2 R4 :

donc
Yn D A0n Y0 ; Xn D P Yn

ainsi

A0n D . D0 C N 0 /n D
nX

k D 0

C k
n D0n � k N 0k D

1X
k D 0

C k
n D0n � k N 0k D D0n C n D0n � 1 N 0 :

alors
Xn D P

⇥
D0n C n D0n � 1 N 0 ⇤ Y0 ; Y0 2 R4 ; P Y0 D X0 :

Exercice 3 ( 06 pts ).

L’objective de cet exercice est de résoudre le système suivant
⇢

f . 2 / � 2 g. 1 / C f D 0 ;

g. 2 / � f . 1 / D 0 ;

on pose

d

dt
X D

0
BB@

f . 2 /

g. 2 /

f . 1 /

g. 1 /

1
CCA ; X D

0
BB@

f . 1 /

g. 1 /

f

g

1
CCA :

1. Déterminer la matrice A.01 pt

A D

0
BB@

0 2 � 1 0

1 0 0 0

1 0 0 0

0 1 0 0

1
CCA :

2. Le polynôme caractéristique de la matrice A.01 pt

PA. � / D det . A � � I / D �2 . � � 1 / . � C 1/ :

3. La réduction de Jordan de la matrice A et une matrice de passage correspondante.

(a) Les vecteurs propres01 pt

E0 D Vect

* 0BB@
0

0

0

1

1
CCA
+

; E� 1 D Vect

* 0BB@
1

�1

�1

1

1
CCA
+

; E1 D Vect

* 0BB@
1

1

1

1

1
CCA
+

:
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(b) Détermination de la matrice de passage01 pt

A0 D

0
BB@

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 � 1

1
CCA

ce qui donne le système

Av1 D 0

Av2 D v1

Av3 D v3

Av4 D �v4

alors

v1 D

0
BB@

0

0

0

1

1
CCA ; v2 D

0
BB@

0

1

2

0

1
CCA ; v3 D

0
BB@

1

1

1

1

1
CCA ; v4 D

0
BB@

1

�1

�1

1

1
CCA ;

et donc

P D

0
BB@

0 0 1 1

0 1 1 � 1

0 2 1 � 1

1 0 1 1

1
CCA :

4. Déterminer la solution de01 pt
d

dt
X D A X :

on résoud
d

dt
Y D A0 Y ; X D P Y

donc

Y D eA
0tC D e

0
BBBBB@

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 �1

1
CCCCCA

t

C D e

0
BBBBB@

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 �1

1
CCCCCA

tC

0
BBBBB@

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

1
CCCCCA

t

C

D e

0
BBBBB@

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 �1

1
CCCCCA

t

e

0
BBBBB@

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

1
CCCCCA

t

C D

0
BB@

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 et 0

0 0 0 e�t

1
CCA

1X
kD0

0
BB@

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

1
CCA

k

tk

kä
C

finalement

X D P

0
BB@

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 et 0

0 0 0 e�t

1
CCA

2
664I C

0
BB@

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

1
CCA t

3
775C; C 2 R4:

5. Détduire les deux fonction f et g.01 pt

f .t/ D 2c2 C c3et � c4e�t ;

g.t/ D c2t C c3et C c4e�t :
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