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Exercice 1 ( 06 pts ).

Soit la matrice A définie par

2 -1 1
A= 0 1 1
-1 0 3

1. Montrer que .4 admet qu’une seul valeur propre A9 = 2 de multiplicité trois.

2. Donner la décomposition de Dunford de la matrice A.

3. Résoudre le systeme

Exercice 2 ( 08 pts ).

Soit la matrice .4 définie par

A

d
—X = AX.

dt
3 -1 1 1
—1 3 1 1
A= 1 —1 1 -1
—1 1 1 3

. Montrer que le polyndme caractéristique de la matrice A vaut

PiM) =2-1)34-1.

Déterminer les vecteurs propres de la matrice A.

Donner la réduction de Jordan de la matrice A et déduire le polyndme minimal de .A.
Donner I’expression de A~ ! en fonction de la matrice A sans calcule.

Donner la forme de la décomposition de Dunford de la matrice A sans calcule.

Calculer le terme générale de la suite vectoriel du terme générale X, définie par

Xni1 = AXn, XoeR*



Exercice 3 ( 06 pts ).
L’ objective de cet exercice est de résoudre le systéme suivant

A N

¢ — r(1) = ¢
on pose
f(22) f(l)
iX _ g(2) v g(1)
dt f(l) ’ f
g g
1. Déterminer la matrice .A de tel sorte que
d
—X = AX.
dt

2. Montrer que le polyndme caractéristique de la matrice .4 vaut
Pa(A) = A2(A —1)(A +1).

3. Donner la réduction de Jordan de la matrice A et une matrice de passage correspondante.

4. Déterminer la solution de

5. Déduire les deux fonction f et g.
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Exercice 1 ( 06 pts ).

Soit la matrice A définie par

2 -1 1
A= 0 1 1
-1 0 3

1. On montrer que .A admet une seul valeur propre 1o = 2 de multiplicité trois.
PA(A) = det(A — Al) = —(A —2)>.

2. La décomposition de Dunford de la matrice .A.

2 00 0 —1 1
A=D+N, D=0 2 0|, N= 0 —1 1
0 0 2 -1 0 1
3. Résolution du systeme
d
—X = AX
dt
on a
e2’ 0 0 +o00 Nk
X:eAtC:eDt+NtC:eDteNtC: 0 o2t 0 (Z_[k)c
!
0 o ) \iz K
On utilise le fait que N\ est nilpotente on a A" = 0, ce qui donne
e 0 0 A2 -1 1 0
X=| 0 & 0 (L+N}+7;ﬂ)c,.M2= -1 1 0], CeR?
0 0 e -1 1 0
Exercice 2 ( 08 pts ).
Soit la matrice A définie par
3 -1 1 1
-1 3 1 1
A= 1 —1 1 -
-1 1 1

1. Le polyndme caractéristique de la matrice A
Pa(r) = det(A—AI) = (2-21)°(4-21).
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2. Détermination des vecteurs propres de la matrice A.

1 0 1
1 0 -1
E, = Vect< 0 , 1 > , E4 = Vect< 0 > .
0 1 0
3. Laréduction de Jordan de la matrice A et le polyndme minimal de .A.
21 00
;o 0200 _ o2 _
A=l 5o| man =220 -4
0 0 0 4

4. L expression de A1 en fonction de la matrice A. On utilise le fait que le polyndme minimale est annulateur
de A donc

(A—-21P2(A—-41) =0 = A> —8A%2 +204 - 161 =0
= A(A* -8A +201) = 161

1o, 1 5 B

4
= A !
5. La forme de la décomposition de Dunford de la matrice A.

(a) Détermination de la matrice de passage
Avl = 2U1
Avy = v1 + 20,
Av3 = 2U3
Av4 = 41)4

si le vecteur v prend comme valeur I’un des deux vecteurs

1 0
1 0
o1l -1}’
0 1

cela conduit a une contradiction lors de la résolution de I’équation deux du systéme précedent, pur cela
on prend une combinaison linéaires de ces deux vecteurs, par exemple

1
S 1
1= _1 ’
1
ce qui donne que
0 0 1
10 _ 0 / ] -1
v2 - 1 ’ U3 - _1 ’ v4 - 0 ’
0 1 0
et donc
1 0 0 1
1 0 0 —1
P=1_ 1 1 -1 0
1 0 1 0



(b) La décomposition de Dunford est de la forme

=D/ ZN/

200 0 0100
o200 ) 0000]|
A=Pl o o2 0| TPl 0000 |F

000 4 0000

6. Calculer du terme générale de la suite vectoriel

Xni1 = AX,., Xo € R*.

donc
Y, = A"Yy, X, = PY,

ainsi

n 1
A" = (D/ +N—/)n Z C’lch/n—kN—/k _ Z C,]fD/n_kle — pn + an_lj\//.

k=0 k=0

alors
X, =P [D" +nD" " 'N']| Yy, YoeR PYy=Xo.

Exercice 3 ( 06 pts ).
L’ objective de cet exercice est de résoudre le systéme suivant

f3)—2gt) 4§ =0,

g(2) _ p(D — g,
on pose

f(2) f(l)
d (2) g

at Tl P

gt g

1. Déterminer la matrice A.

0 2 -1 0

1 0 0 0

A= 1 0 0 0

0 1 0 0

2. Le polyndme caractéristique de la matrice A.
Pa(A)=det(A —AI) = A2 (A —1)(A + 1).

3. Laréduction de Jordan de la matrice A et une matrice de passage correspondante.

(a) Les vecteurs propres

- o O O
~—
&
—

Il
5
o
-
/\
[
—_—
\/
=
—

Il
5
(@]
-
/\
—
\/

Eo = Vect <



(b) Détermination de la matrice de passage

0 1 0 0
; 0 0 0 0
A= 0 0 1 0
0 0 0 —1
ce qui donne le systeme
Av1 = 0
sz = V1
.AU3 = U3
./41)4 = —V4
alors
0 0 1 1
v = 0 Uy = ! vz = ! Vg = 1
1_ 0 k) 2 - 2 k) 3 - 1 k) 4 _1 k)
1 0 1 1
et donc
0 0 1 1
0 1 1 —1
P = 0 2 1 -1
1 0 1
4. Déterminer la solution de 4
—X = AX
dt
on résoud 4
—Y =AY, X=PY
dt
donc
010 O 00 0 O 0100
OOOOt ()OOOH_OO()Ot
001 O 001 O 00 0O
YZeA/tCZeOOO—l C=e000_1 OOOOC
00 0 O 01 00
00 0 O . 0 00O . '
001 0 0O 0 0 O 1 0 0 O 10100 .
_ 0 0 0 —1 00 00 101 0 O 000 01 ¢
- ¢ C_OOeIOkX_:oooo ki€
000 et/ \oo0o0o0
finalement
1 0 0 O 01 00
_ 01 0 O 00 0 O 4
X_POOe’O I+OOOOtC,CeR.
0 0 0 et 00 0O
5. Détduire les deux fonction f et g.
f(&) = 2¢+cze’ —cqe,
g(t) = cat +c3e’ +cge”.
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