REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE
MINISTERE DE L’ ENSEIGNEMENT SUPERIEURE ET DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE

ECOLE PREPARATOIRE EN SCIENCES ET TECHNIQUES
T L M C E N

Département des Mathématiques

DEVOIR SURVEILLE DU PREMIER SEMESTRE

Module: ALGEBRE III Responsable: M.HOUBAD
Date: 11-11-2015 Année: 2015 - 2016
Coefficient: 3 Durée: 2100

Exercice 1 ( 04 pts ).
Soit A € M, (C) admet une seule valeur propre telle que

air - din
A=
anl - Qnn
Montrer que si
di,je{l,---,n}, i#j: ay#0,

alors A est une matrice trigonalisable.

Exercice 2 ( 08 pts ).
Soit la suite définie par
Xn 4 0 O
Xnt1 = AXy, n = Yn , A= -2 6 2
Zn -2 2 6

1. Déterminer le terme général de la suite X,. ( 05 pts )

2. Calculer la somme suivante ( 03 pts )
n
Su=)_ X.
k=1

Exercice 3 ( 08 pts ).
Soit I’équation différentielle suivante

vieR: OO0 —-6fP0) +12f/ V@) -8f1) =0

1. Ecrire I’équation précédente sous la forme ( 01 pts )

4 f(2)
—X=AX, AeMj3(R), X = f(l)
dt I

2. Calculer le polyndme caractéristique de A et vérifier que 2 est une racine. ( 01 pts)
3. Montrer que A est une matrice trigonalisable. ( 01 pts )
4. Déterminer sa matrice réduite et une matrice de passage correspondante. ( 02 pts )
5. Résoudre le systeme ( 02 pts )

d

—X =AX

dt

6. Déterminer la fonction f. (01 pt)
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REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE
MINISTERE DE L’ ENSEIGNEMENT SUPERIEURE ET DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE

ECOLE PREPARATOIRE EN SCIENCES ET TECHNIQUES
T L M ¢ E N

Département des Mathématiques

CORRIGE ET BAREME DU DEVOIR SURVEILLE DU PREMIER SEMESTRE

Module: ALGEBRE III Responsable: M.HOUBAD
Date: 11-11-2015 Année: 2015 - 2016
Coefficient: 3 Durée: 2100

Exercice 1 ( 04 pts ).
Soit A € M, (C) admet une seule valeur propre telle que

aipr -+ din
A=

Ap1  **+ dnn

On suppose que
Ji,jef{l,---,n}, i#j: aij#0,

et que A est une matrice diagonalisable, donc sa matrice réduite est de la forme
A" = Aol,

le calcule donne
A=PAP 1 =)l
donc
Vi,je{l,---,n}, i;ﬁj: a,-,-zO,

ce qui est contradictoire avec I’hypothése et donc A est trigonalisable.

Exercice 2 ( 08 pts ).
Soit la suite définie par
Xn 4 0 O
Xn+1=AXn, Xn=| 9 |. A= -2 6 2
Zn -2 2 6

1. Déterminer le terme général de la suite X,. ( 05 pts )

(a) Polyndme caractéristique
Py =det(A—Al) = (4—21)*>8—1)

1 1 0
E4=Vect< 11,10 >, E8=Vect< 1 >
0 1 1

(c) matrice réduite et matrice de passage

(b) Les vecteurs propres

4 0 0 1 10
A=]1040], P=|101
0 0 8 01 1



(d) calcule de A"

An — PA/nP—l
(L1 OoN[4 0 0 11 -1
= 101 0 4 0 1 -1 1
2\o1r1/\Vo o )\ =1 1 1
L[ 0 11 -1
= | 4 4 g 11
2\ o 4 gn 111
| 2 5 4n 0 0
= | 2xan—gn gn 8"
2n
— ( 22n 52371—1 23??—1 237(1)—1
22n—1_23n—1 _22n—1 +23n—1 2211—1 +23n—1

(e) le terme générale

xp = 2%x,
R Y = (22n _ 23n_1)X0 + 23n—1y0 + 23n—120
Zp = (22n—1 _ 23n—1)xO + (_22n—1 + 23n—1)y0 4 (22n—1 + 23n—1)20

2. Calculer la somme suivante

n
Si o= Y Xk

k=1
n

= Z.AkXo
k=1
n

= Y PA*PTIX,
k=1

n
= P ZA”‘) P7lX,
k=1

(n M0 0

= P Z 0 4" 0 P1X,
k=1 0O 0 8"

4n+1 -1
0 0
n+1 _
= P 0 43—1 0 PX,
8n+1 -1
0 0 7
4n+1 -1 4n+1 -1 0
4n+%—1 4n+?— 1 gt 1
= P~ Xo
3 4n+? -1 8n+7_ 1
0
3 7
4n+1 -1
ZT 0 0
_ 1 24”+1 —1 g8l gn+l _ gn+l _ | X0
2 _ - —
4n+13_ 1 8n+17_ 1 4n+1 _ 17+ 8n+1 -1 4n+1 -1 j_ 8n+1 -1
3 7 3 7 3 7



Exercice 3 ( 08 pts ).
Soit I’équation différentielle suivante

vieR: OO —-6fP0) +12/V@)—8f@1) =0

1. Ecrire I’équation précédente sous la forme

J 6 —12 8 f@
d_X =AX A= 1 o 0], X-= f(l)
! 0 1 0 f

2. Calculer le polyndme caractéristique de A et vérifier que 2 est une racine.

Pa(A) =det(A— A = =23 + 612 — 124 +8, P4(2)=0,, P A)=2-1)>.

3. Montrer que A est une matrice trigonalisable.
Détermination des vecteurs propres

4
(A—21)V=0:>{’y‘ - ;‘j —v=z]|2
- 1

donc

E, = Vect<

—_ N A~
~—

le polymone caractéristique est scindé et
dimE; =1 # 3 = mul(2),

donc la matrice A est trigonalisable.

4. Déterminer sa matrice réduite et une matrice de passage correspondante.

2 a b
A=102 c |, P=| vi|va|vs
0 0 2
le systeme a résoudre
.AU] = 21)1
Avy = avy +2vy
Avs = bvy + cvy + 2v3
(a) Détermination de vq. I suffit de prendre
4
V1 = 2
1
(b) Détermination de vp. On prend @ = 1 et on résoud le systéme
(.A - 21)1)2 = V1
ce qui donne que
4z + 4
va=| 2z+1
z
onprend z =0ona
4
Uy = 1
0



(c) Détermination de v3. Il s’agit de résoudre le systeme
(A —2D)v3 = bvy + cvy

ce qui donne que
4z +4b + ¢
Uy = 2z 4+ b
z

onprend z =0ona
4b + ¢
Uy = b
0

pour que {v;, v2, v3} forme une base il faut et il suffit que

detP #0 = ¢ #0

On choisie ¢ = 1 et b = 0 ce qui donne que

A =

o owN
O N =
—_
~
I
— N A
o - &
oo -

5. Résoudre le systeme
d

—X =AX
dt
(a) Résolution de
d
—Yy =AY
dt A

ce qui donne
30312 4 cof + ¢y
Y = c3t + ¢ e
c3

(b) Détermination de X

2C3t2 4 (dcg 4+ 2¢3)t + 4c1 +2¢2 + ¢3
X=PY = X= 20312 4 (dey +c3)t +4e1 + e e,
3¢3t% 4 cof + ¢y

6. Déterminer la fonction f.

1
f@t) = (Ecﬁz + cof + CI) et
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REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE
MINISTERE DE L’ ENSEIGNEMENT SUPERIEURE ET DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE

ECOLE PREPARATOIRE EN SCIENCES ET TECHNIQUES
T L M C E N

Département des Mathématiques

DEVOIR SURVEILLE DU DEUXIEME SEMESTRE

Module: ALGEBRE IV Responsable: M.HOUBAD
Date: 16 - 03 - 2016 Année: 2015 - 2016
Coefficient: 3 Durée: 2100

Exercice 1 ( 04 pts ).
Soit E un R - espace vectoriel, b une forme bilinéaire symétrique définie sur [E, F et G deux sous espaces vectoriels
de E. Montrer que

(F + G)r c (Fn G)*.

Exercice 2 ( 04 pts ).
Soit E = R, [X] un R - espace vectoriel et soit I’application b définie par
Vp.geE: b(pg)=p(l1)q(l) = p(=1)g(=1).
1. Montrer que b est une forme bilinéaire et déterminer la matrice associée a b dans la base canonique de [E.
2. Montrer que Q définie par
VpeE: Q(p)=0b(p.p).
est une forme quadratique

3. Déterminer la réduction de Sylvester de Q ainsi qu’une base correspondante a la réduction.

Exercice 3 ( 04 pts ).
Soit E = M»( R ) un R - espace vectoriel et soit la forme quadratique Q définie par

VAeE: Q(A) = det(A).
Déterminer I’orthogonal du sous espace vectoriel
F={A€]E: ’A=—A}.
Exercice 4 ( 08 pts ).
Soit R* un R - espace vectoriel et soit I’application Q de R* dans R définie par
Q(x) = xf + x% + x% + xﬁ + 2x1x2 + 2x1x3 + 2x1xX4 + 3x2x3 + 3x3x4 + 3x3x4.

1. Montrer que Q est une forme quadratique sur R* et déterminer sa forme polaire
2. Déterminer la matrice associée a Q dans la base canonique de R4,

3. Déterminer la matrice associée a la forme quadratique Q dans la base
1 1

B=

—_ —
O = = =
[ )

1
0 9
1

Déterminer le noyau de la forme quadratique Q.
Déterminer la réduction de Sylvester de la forme quadratique Q et la signature de Q.
En utilisant la signature de Q étudier le caractere de Q d’étre définie positive, d’étre dégénérée.

N oWk

Déterminer une base orthogonale de R* par rapport a la forme polaire associée i Q.
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REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE
MINISTERE DE L’ ENSEIGNEMENT SUPERIEURE ET DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE

ECOLE PREPARATOIRE EN SCIENCES ET TECHNIQUES
T L M C E N

Département des Mathématiques

SOLUTION ET BARAME DU DEVOIR SURVEILLE DU DEUXIEM SEMESTRE

Module: ALGEBRE IV Responsable: M.HOUBAD
Date: 16 - 03 - 2016 Année: 2015 - 2016
Coefficient: 3 Durée: 2100

Exercice 1 ( 04 pts ).
Soit E un R - espace vectoriel, b une forme bilinéaire symétrique définie sur E, F et G deux sous espaces vectoriels
de E. On montrer que

(F+ G)r c (FnG)t.

ye(F + G)YY = VxeF+G: b(x,y) =0 «—|[01,00pt
— Vx;€F, Vx,eG: b ,y) =0 00,50 pt
WEF VmeG: butx.y) =0 [0

= X

€)) = Vx1€F, VxoeG: b(x1,y)+ b(x2,y) =0 <«— 100,50 pt

IF est un sous espace vectoriel alors on peut prendre x; = 0 et on utilise le fait que (0, y) = 0 alors la relation (1) ce

transforme en <— 100,50 pt

2) VxoeG: b(xp,y) =0 <«— 00,50 pt
alors la relation (1) donne
3) Vxi€F: b(x1,y) =0 <«— 00,50 pt

on utilise (2) et (3) on obtient que

VXxeFNG: b(x,y)=0=ye(FnG)*. <« 100,50 pt

Exercice 2 ( 04 pts ).
Soit E = Ry[X] un R - espace vectoriel et soit I’application b définie par

Vp,qeE: b(pg)=p(l)q(l) — p(—=1)q(-1).

1. On montrer que b est une forme bilinéaire et on détermine la matrice associée a b dans la base canonique de E.

(a) b est bilinéaire

b(Api+up2,q) = (Api(l) + pp2(l))q(l)
— (Api(=1) + ppa(—=1)) q(-1).
= 2 (pi(1)g(1) = pi(=1)g(~1)) «— (00,25 pt]
+p (p2(1)q(l) = pa(—=1)g(-1))
= Ab(p1.q) + pnbd(p2.q)

de plus
b(p.q) = p(l)q(l) — p(=1)q(-1)
= (1) p(1) —g(—1) p(—1) «— 00,25 pt]

alors b est linéaire par a la premiére variable et elle est symétrique donc elle est bilinéaire.<— | 00,25 pt

1



(b) La matrice associée dans la base canonique de E. Soit

p(x) =a + axx + as x2, qg(x) = b1 + bax + b3 x?,

donc
b(p, ‘I) =2a1 by +2a,b1 + 2a, bz + 2azby.
alors
0 2 0
Mcanonique = 2 0 2 <— 100,25 pt
0 2 0

2. On montrer que Q( p ) = b( p, p ) est une forme quadratique. Vu que b est bilinéaire symétrique donc c’est
une forme polaire et donc Q est une forme quadratique. <— 100,25 pt

3. Détermination de la réduction de Sylvester de Q ainsi qu’une base correspondante a la réduction.

(a) Laréduction de Sylvester.

Qp) =b(p,p) = 4arax + 4azas «— (00,25 pt

on choisie le terme 4ajas <«— 100,25 pt
On calcule les dérivées partielles

05,9(p) = 4az = 91, 04,9(p) = 4a1 + 4az = ¢ <— 100,25 pt

On détermine le terme correctif

1
TC:Q(P)—1901<P2=0 «—— 100,25 pt

On réduit Q a la somme des carrées

1

Qlp) = AL

1 , 1 ,
= — — —(¢1 — 00,25 pt
o+ ) = (o =) 0025 pt]
= (a1 + ax + a3 )2 — (ay — az + as )2 <«— 100,25 pt

= 4 = d
= P —a?.
(b) La base correspondante.
ay = a1 + a2 + a3 ay 1 1 ai
ay, = a; —ax + az = | 4a, | = -1 1 a |. <—100,25 pt
ay = aay + Pax + yas ay a By as
= p!

detP™ ! = 2(a —y) #0 < o # y «—1{00,25 pt

il suffit de prendre
a=1, =0, y=0 «— 100,25 pt

donc
11 1 0 0 1
Pl=|1 11 |=pP=|1/2 -1/2 0 <«—100,25 pt
1 0 0 12 172 -1

et donc la base vaut

1 1 1 1
B = §x+§x2,—§x+§x2,1—x2}. <«— 00,25 pt



Exercice 3 ( 04 pts ).
Soit E = M»( R ) un R - espace vectoriel et soit la forme quadratique Q définie par

VAeE: Q(A) = det( A).
Déterminer 1’orthogonal du sous espace vectoriel
F={AeE: 'A=-A4}.

1. Détermination de la forme polaire

_ ay dajz _ bl b2
() e=(h 5)

S(A.B) = [Q(A+ B) — Q(A) — Q(B)]

| =

— [0

= [det(A + B) — det(A) — det( B) ]

N =

2. Détermination de F (I’expression des éléments ou une base)

_ ay daj t _ _ 0 an _ 0 1
AEF:A—(% a4)’ A = A:A—(_az 0)— a2(—1 O) <~— 100,50 pt
donc

m=vel (S o)) [m50n]

3. Détermination de I’ orthogonal

n 0 1
B e Fr —= BJ_(_l 0 <«— 00,50 pt
0 1
- S((—l 0),6)—0 <«— 100,50 pt
0 1 0 1
= det((_1 0) +B)—det(_1 0)—det(B)zO
by  bhy+1 0 1 by by \ _
— det(b3_1 ba )—det(_1 0 —det(b3 b4)_0 <— 100,25 pt
= by =b3 <«— 100,50 pt
(b1 b3\ 1 0 0 1 0 0
— 5= )=y 0)ee( ) o)rne(o)) - [003m
1 1 0 0 1 00
F —Vect<(0 O)’(l O)’(O 1)> <«— 100,25 pt
Exercice 4 ( 08 pts ).

Soit R* un R - espace vectoriel et soit I’application Q de R* dans R définie par
O(x) = x% + x% + x% + xﬁ + 2x1x3 + 2x1x3 + 2x1X4 + 3x2x3 + 3x3x4 + 3x3x4.

1. Montrer que Q est une forme quadratique sur R* et déterminer sa forme polaire.

(a) Q estune forme quadratique. Q est un polyndme homogene de degré deux donc Q est une forme quadra-

tique <«



(b) La forme polaire

1
S(x.y) = S1Qx+y) =~ Qx) = Qy)]  «—[00.50p(]

= X1 Y1 + xX2y2 + X3y3 + X4 y4+

X1 Y2 + xX2y1 + x1y3 + x3y1 +

3 3
X1 Y4 + X4 y1 + 5&)’3 + §X3J’2+

3 3 3 3
§x2y4+EX4y2+§x3y4+§x4y3. <—100,75 pt

2. Déterminer la matrice associée a Q dans la base canonique de R4,

1 1 1 1
3 3
1 1 — -
2 2
MCanonique(Q) = MCananique(S) = 3 3 < 00775 pt
1 — 1 —
2 2
3 3
1 — — 1
2 2 )

3. Déterminer la matrice associée a la forme quadratique Q dans la base

1 1 1 0
1 1 1 1
B= L 1’fto 1111’11
1 1 0 1
Détermination de la matrice de passage
1 1 10
P = b <— 100,25 pt
=101
1 101

Détermination de la matrice associée dans la nouvelle base

MB(Q) = 'p MCanonique P < ()(),SOpt
19 14 14 15

|4 10 212 11
= |14 212 10 11 (0025 pt

15 11 11 12
4. Déterminer le noyau de la forme quadratique Q.
yEN(Q) =y eKe(M(Q))= M(Q)y = 0=y =0  «—00.50pt]
5. Déterminer la réduction de Sylvester de la forme quadratique Q et la signature de Q.
O(x) = x% + x% + x% + xf + 2x1x2 + 2x1x3 + 2x1 x4 +3x3x3 +3x2x4 + 3x3x4.
On applique la méthode de Gauss et on choisie choisie le terme x7. <~
Q(x) = x3+2x1 (x2+x3+xg) +xF+x2 4+ x7 +3x2x3 +3x2 x4 +3x3x4. <—

4



on applique la formule du bindme de Newton

Q(x) = (x1 4+ x2 4+ x3 + x4)> — (x2 + x3 + x4)°
+x§+x§+x2+3x2x3+3x2x4+3X3X4. <— 100,25 pt

On détermine le terme correctif

O(x) = (x1 + X2 + x3 + x4)> + X2X3 + X2X4 + x3x4 .  <—[0025pt
=Tc

On applique la méthode des dérivées partielles au niveau du terme 7'c

On choisi le terme x5 X3 <«— 100,25 pt

0x,Tc = x3 + X4 = @1, Ox3lc = X2 + X4 = @2 <« 00,25 pt

Te' = Te — g1y = —x2 <— 100,25 pt
1 1
TC=¢1¢2—X2=Z(<ﬂ1+<p2)2—z(<ﬂ1—¢2)2—x3 «— 00,25 pt
T LRI 2 : LI R 00,25 pt
c =1 =-x — X — X —|zx2 —<x - X <« 00,
S R 2722 4 P
Q(x) (+++)2+1 P (! L) o «— 00,25 pt
x) = (x X X X - X - X —x4) —|zx2 — = x3) —x ,
1 2 3 4 5 X2 5 X3 5 X4 22 T 53 4 P
6. En utilisant la signature de Q étudier le caractere de Q d’étre définie positive, d’&tre dégénérée.
Sg(Q) =(2,2) <«— 00,25 pt

donc Q elle n’est pas définie positive <— | 00,25 pt| et elle est non dégénérée. <«— | 00,25 pt

7. Déterminer une base orthogonale de R* par rapport a la forme polaire associée i Q.

Xp o= x1 + x2 + x3 + x4 X1 = xj —2x5
1 1 1 1
Xy = =—x2 +-Xx3 + = x4 X2 = X5 4+ xj — =Xy I =20 0
227 2 2 _ 2% o
{1 | “lo 1 -1 12
/ / /
Xy = 7%2 =5 X3 3= X o X3 0N 0 0 0 1
Xy = X4 X4 = X,

&
Il
[ R e R
O =
[
—
[
—
~
NS \S)
]
L
[\e)
W
o
=
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