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Exercice 1 (05 pts ).
Déterminer les valeurs de A pour que f soit un produit scalaire sur R3

VX,Y € R3 : f(X,Y)= x1y1+2x2y2+(2+212)x3y3—|—x1y2—|—x2y1+x1y3+x3y1+(1+/\)x2y3+(1+)t)x3y2.

Exercice 2 ( 05 pts ).
Soit E = R* vu comme un R - espace vectoriel et soit le produit scalaire canonique défini par

(X,Y) =x1y1 + x2y2 + X33 + X4ya.
soit le sous espace vectoriel I de IE défini par
F={XeE: x14+x24+x34+x4=0, x1—x2+x3—x4=0,}
1. Déterminer une base de IF.
2. Déterminer la matrice de Gram associée a la base de F.
3. Déterminer la projection orthogonale sur [F.
4. Déterminer la distance entre un vecteur X de E et le sous espace vectoriel .

Exercice 3 (05 pts ).
Soit E = R? vu comme étant un R - espace vectoriel et soit les deux sous espaces

F={XeE:x—y—z=0}, G={XeE: x=0, y-—z=0},
1. Montrer qu’il existe une projection P sur F dirigée par G et déduire le Ker P et ImP.

2. Déterminer I’expression de cette projection.
3. Cette projection est - elle une projection orthogonale (on utilise le produit scalaire canonique de R3).

Exercice 4 ( 05 pts ).
Soit 1a matrice

S = O
—_— O =

Montrer que A est diagonalisable.
Déterminer une base orthonormée de R3 formée par les vecteurs propres de A.

Montrer que (A — I)? représente la matrice associée 2 une projection P et donner son expréssion.

o

Déterminer I’espace sur lequel P fait la projection et I’espace avec lequel cette projection est dirigée.
5. Déduire que cette projection est une projection orthogonale.

Indication pour I’exercice 4 :

Si A est une valeur propre de .4 alors A — 1 est une valeur propre de A — L.

”Le sous espace propre de A associé a la valeur propre A” = ”Le sous espace propre de A — I associé a la valeur
propres A — 17
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Exercice 1 (05 pts ).
Déterminer les valeurs de A pour que f soit un produit scalaire sur R3

VXY R f(X.Y) = x1y14+2x2y2+(2422%)x3y3+x1 y2+x2y1 +x1 3+ X301+ (1 + ) x2y3+(142)x3 2.

3
fXY)= Y ayxiy;  «—[0050 pi]

i,j=1

donc f est une forme bilinéaire de plus

1 1 1

Mcanonique(f) = 1 2 14+ A ) tMCanonique(f) = Mcanonique([f). <«—00.50 pt
1 14+1 24222

donc f est bilinéaires symétrique.
11 suffit de montrer que la forme bilinéaires symétrique f est définie positive

OX) = f(X.X) = x?+2x3+ Q2+2AH)x3 4 2x1x2 4 2x1x3 + (2 + 2A)x2x3 «—
= [xf + 2x1(x2 + x3)] + 2x§ + 2+ ZAz)xg’ + (24 24 )x2x3 <«
= [x1+x2+ X3]2 —(x2 +x3)% + 2x§ + Q2+ Z)tz)xg 4+ (2 +2A)x2x3 <«
= [x1+x2+x3>+ x% + (1 + 2kz)x§’ + 2Ax2X3 <«
= [+ tal 40+ 20@0)]+ (142003 —
= [+ xo+ x4+ 63+ AP - (Axa)? 4+ (1+24%)x3 <
= [x1 4+ x2 4+ 237 + 2 + Axz3]2 + (1 + A%)x3 «—

on a
VieR: Sg(Q) = (3,0)

donc f est un produit scalaire pour tout A € R. <«—1{00.50 pt

Exercice 2 ( 05 pts ).
Soit E = R* vu comme un R - espace vectoriel et soit le produit scalaire canonique défini par

(X,Y) = x1y1 + x2y2 + x3y3 + x4)4.
soit le sous espace vectoriel IF de IE défini par
F={XeE: x14+x24+x34+x4=0, x1—x2+x3—x4=0,}
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1. Déterminer une base de IF.

o ET

2. Déterminer la matrice de Gram associée a la base de F.

o (vi,v1) (vi,v2) Y (2 0
o=(frnh f)-(35) —mow

3. Déterminer la projection orthogonale sur [F.

X1 — X3
o _ X, v 2
(IB)ZGI(EX’US): X2 — X4 <_
2
X1 — X3
2
X2 — X4
2
P(X) =avy + vy = M <—
2
X2 — X4
2

4. Déterminer la distance entre un vecteur X de E et le sous espace vectoriel IF.

d(X.F) = d(X, P(X) = /Il X |2 = || POX) |2 = \/(xl +x3)2 | (2 +x4)°

P ok oroon

Exercice 3 (05 pts ).

Soit E = R3 vu comme étant un R - espace vectoriel et soit les deux sous espaces
F={XeE:x—y—z=0}, G={XeE: x=0, y-—z=0},

1. Montrer qu’il existe une projection P sur I dirigée par G et déduire le Ker P et ImP.
(a) On montre qu’il existe une projection sur [F dirigée par G.

i. Détermination d’une base de [F et d’une base de G.

1 1
F = Vect<v1 = 1 J],vo=120 > <«—100.50 pt
0 1

0
G = Vect<v3 = 1 )> <« -00.50 pt
1

ii. OnMontre que E =F & G.

det V1 | V2 | U2 =(

donc E=F & G. <—

=240

O =
—_—O =
—



1ii. Conclusion.

vu que £ = IF @ G donc il existe une projection sur I dirigée par G. <—100.50 pt
(b) Déduction du KerP et ImP.

KerP =G, ImP =F. <«—00.50 pt

2. Déterminer I’expression de cette projection.
Vuque E=F & G doncpour X € Eona:

X =avy + vz + v . <«—100.50 pt

av + frat yvs
=X;€F =X, € G

ce qui donne le systéme suivant

X1+ X2 — X3

_ a =
(X+,3 = X1 2
oty = X — <—100.50 pt
B+y = x3 g = X1 — X2 + X3

2

et finalement 1’expression de la projection P est
X1

X1+ X2 — X3

P(X)= X1 =avi + Bvy = > <«—100.50 pt

X1 — X2 + X3
2

3. Cette projection est - elle une projection orthogonale (on utilise le produit scalaire canonique de R?).
Vu que < vy,v3 >= 1 7# 0donc F YG et donc P n’est pas une projection orthogonale. <«— [ 01.00 pt

Exercice 4 ( 05 pts ).
Soit 1a matrice

oS - O
—_— O

1. Montrer que A est diagonalisable.
La matrice A est symétrique a coefficient a coefficient R donc elle est diagonalisable. <—100.50 pt

2. Déterminer une base orthonormée de R3 formée par les vecteurs propres de A.

(a) Détermination des valeurs propres de \A.
PA(d) = —-A(A = 1)(A —2). <—00.75 pt

(b) Détermination des vecteurs propres de A.

1 0 1
E0=< 0 >, E1=< 1 >, E2=< 0 > (—-0075pt
1

0 1

(c) Détermination d’une base orthonormée formée par les vecteurs propres de .A. On utilise le fait que les sous
espaces propres d’une matrice réelle symétrique sont deux a deux orthogonaux alors il suffit de normaliser
les vecteurs propres de A, ce qui donne

| 0 |
1 1

B=!—| o |.l1].—[ o |}. — [00.50 pt]
V2 o) v2\ !



3. Montrer que (A — I)? représente la matrice associée & une projection P et donner son expréssion.

(a) On montre que (A — I)? représente la matrice associée A une projection.

00 1\ 100
C=UA-D>=[000] =000 «—1{00.50 pt
1 00 0 0 1

le calcule donne
c? =cC. «—1{00.50 pt

donc C = (A — I)? représente la matrice associée a une projection P.

(b) Lexpressionde P. <—100.50 pt

X
PX)=Cx=]| 0
z

4. Déterminer I’espace sur lequel P fait la projection et 1’espace avec lequel cette projection est dirigée.
(a) L’espace sur lequel on fait la projection : <—100.50 pt

X 1 0
PX)=| 0 |=x1 0 |+z| O
z 0 1
donc
1 0
Im(P)zVect< 01].10 >
0 1

(b) L’espace avec lequel on dirige la projection : <«—100.50 pt

0
XGKCI‘(P):P(X):O:X:ZZO:}X: y =y 1
0 0

donc

0
Ker(P)=Vect< 1 >
0

5. Déduire que cette projection est une projection orthogonale. <—100.50 pt
Vu que Ker(P)_LIm(P) donc la projection est orthogonale.

On utilisant ’indication :
On a Sp(A) = {0, 1, 2} donc Sp((A —1)?) = {(~1)2,0. 1} et donc

Ker(A—1?) = E¢Y = gf, EXY —pf @ B
On utilise le fait que les sous espaces propres de A sont deux a deux orthogonaux donc
B L EXY = Bf @ BA
on utilise le fait qu’on a une projection orthogonale donc

-2 _1n2
Ker(A—1?) =E™" = Ef, Im((A-D?) =EW " = B @ 4.
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