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Exercice 1 ( 06 pts ).

Soit E = C!(R; R) vu comme étant un R — espace vectoriel, déterminer les valeurs porpres et les vecteurs propres de
I’endomorphisme ® défini par

VfeE: &(f) = g,
tel que la fonction g est exprimée par

+3
VxeR: g(x)=/ sin(x+1t) f(t)dt.

(S

Exercice 2 ( 14 pts ).

Soit le systeme

ax1 3 +oxs 4

_— = X1 — X X X

dt 1 2 3 4
de

— = —Xx1 +3x3 +3x3 + x4
dt

d)C3 + 4

— = X1 — X X X

dt 1 2 3 4
dX4

7 = —Xx1 + X2 + x3 + 3 X4

1. Ecrire le systéme sous la forme

d
ey EX:AX.

2. Montrer que le polyndme caractéristique de la matrice A vaut
Pa(h) = (A —4)° (1 —2).
3. Donner une matrice réduite A’ pour la matrice A et une matrice de passage correspondante a la réduction.

4. Donner la décomposition de Dunford de 1a matrice 4.

5. Résoudre le systeme

6. Déterminer la solution X du systeme (1).

7. Déterminer les sous espaces caractéristiques de la matrice .A.
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Exercice 1 ( 06 pts ).

Soit E = C!(R;R) vu comme étant un R — espace vectoriel, on veut déterminer les valeurs porpres et les vecteurs
propres de I’endomorphisme ® défini par

VieE: o(f) =g,
tel que la fonction g est exprimée par

+3

Vx eR: g(x)z/ sin(x+1t) f(t)dt.

T
2
Il s’agit de résoudre 1’équation suivante

+3
VxeR: )tf(x)=/ sin(x+1t) f(t)dt.

qui peut étre mise sous la forme

VxeR: A f(x) = Acos(x) + Bsin(x).

A:/+2sin(t)f(t)dt, B =/+2cos(t)f(t)dl.

(S

(S

1. Danslecasou A = 0,o0na
Eo ={fekE/ A=0, B =0}.
2. Danslecasoul # 0
VxeR: f(x)z%cos(x)—l-%sin(x).

on remplace dans I’expression de A etde B on a

T B T A 5 T\2
=97 B‘EX:[)‘ _(E)}A_O’ B =

vu que A et B ne peut étre nuls simultanément alors nécessairement

ce qui donne deux cas possible
A
= f(x) = o (cos(x) + sin(x)) .
1

= f(x) = i (cos(x) — sin(x)) .

B=-4, A = - 7
2

En conclusion

]E+% = Vect (cos(x) + sin(x)) E_z = Vect (cos(x) — sin(x)) .



Exercice 2 ( 14 pts ).

Soit le systeme

dx 3 + o+
— = 3x1 — X X X
T 1 2 3 4
dX2
— = —x1 +3x2 +3x3 + x4
dt
dX3 i i
— = X1 — X X by
pr 1 2 3 4
dX4
— = —x1 +x2 + x3 + 3x4
dt
1. Ecriture du systéme sous la forme matricielle
3 -1 1 1 X1
d -1 3 3 1 X2
a X =AX A= S RO O R I
-1 1 1 3 X4

2. Le polyndme caractéristique de la matrice A
Pa(A) = (A —4)(r—2)>

3. Une matrice réduite A" pour la matrice A et une matrice de passage correspondante a la réduction.

Détermination des sous espaces propres
> , [E4= Vect<

Remarque : Une seule méthode est comptabilisée selon I’ordre suivant
si I’application numérique est fausse et la méthode utilisé est juste alors
33% de la note seras attribué

O =

E, = Vect<

—_ o = O
~—

0

(a) Réduction de Jordan :

1. La matrice réduite

2100
Jordan — 0020
0 00 4
ii. La matrice de passage
Av1 = 2v1
Avy = vy + 20
Avs = vy + 23
.Av4 = 41)4
ce qui donne que
1 1/2 1/4 0
1 0 0 1
Pjordan = V1 | V2 | V3| V4 = 0 1/2 0 0
0 0 1/4 1
(b) Réduction en blocs :
2 a b 0
A . 02 ¢ O
Bloe = 1 0 0 2 0
0 0 0 4



Avl = 21)1

Avy = avy + 2v;
Avs = bvy + cva + 203
./41)4 = 41)4

dans I’équation deux en prend a = 2 ce qui permet d’avoir

1
0
Uy = 1 s
0
I’équation trois permet d’avoir
y+b/2+c/2
— y
v = b/2 ’
c/2
ce qui donne que
1 1 y+b/24¢/2 0
1 0 y 1
PBloc = VU1 | V2 | U3 | Vg = 0 1 b/2 0
0 0 c/2 1
ce qui donne
det Pgioc = ¢,
on choisit
c = 2, b == O, y = O
En conclusion
2200 1 110
0220 1 0 0 1
Aotoc = | 0 0 2 0| TBoe=101 0 0
0 00 4 00 1 1
(¢) Trigonalisation :
2 a b ¢
’ . 0 2 d e
Trigo — 00 2 f
00 0 4
Avi = 2
Avy = avy + 2,
Avs = bvy + dvy + 2v3
Avy = cvy +evy + fuvs + 4wy

on fait le méme procédure que la partie "réduction en bloc” cela permet d’avoir

2200 1 110
, 0 2 2 1 0 0 1
Trigo = | 0 0 2 0 |" FTrize = o 1 0 0
0 0 0 4 0 01 1
4. La décomposition de Dunford de la matrice A.
(a) Selon la réduction de Jordan
2 000 0100
’ . 0200 n 0010
Jordan — 00 2 0 00 0 0
0 0 0 4 0 00O
=7 = N



or

pN
Il

PJordan A/ P .,

Jordan
donc
2 000 1 -1 1 1
4 = -1 3 1 1 n 0O 0 2 0
0 0 2 0 1 -1 -1 1
-1 1 1 3 0O 0 0 O
(b) Selon la réduction en Bloc et la trigonalisation
20 00 02 00
A _ 02 00 n 00 20
Bloc. = L 0 0 2 0 0000O0]"
0 0 0 4 00 0O
= D, = N/
or
A = PBioc Al PB_lolc ’
donc
2 0 0 0 1 -1 1 1
4 = -1 3 1 1 n 0O 0 2 0
0 0 2 0 1 -1 -1 1
-1 1 1 3 0O 0 0 O

5. Résolution du systeme

(a) Selon la réduction de Jordan

d /

E Y = ‘AJardan

4 / 4
Y —_ Y = e'Ajordant C = eDJordant eNJm‘dant C

alors

0
0 e 0 0 2, ik

Y = 0 0 e2t 0 |: Z k_!N.,]]f)rdan:| c

4t =
(eZ’ te?t t2e?'/2 0
0 e te?t 0
- 0 2t 0
4

0
\ 0 0 0 e*

Zz
€2t |:cl + ¢t + C3?j| \

e [ca + c3t]

2

ey

(b) Selon la réduction en Bloc et la trigonalisation

d

dt Y = Apioc/rrigp Y =Y = e”Bloc/Trizo ! C = ¢

/ 7
DBZDC/Trigo t eNBloc/Trigo t C



alors

e 0 0 0 X
0 ¢ 0 0 ko

Y = 0 0 eZt 0 |:Z ENéloc/Trigo c
0 0 0 e k=0

(ezt 2te?t 2122
0 et 2te?

0 0 e?!
\ 0 0 0 e*

( e?! [c1 4+ 22t + 2C3t2] \

O O O

e?! [ca + 2c3t]

2t cs

ey

6. Détermination de la solution X du systéme.

(a) Selon la réduction de Jordan
1 1 1 1
( e [(q +oet 103) + (Cz + §c3) t+ §C3t2] )

2
t
e?! [cl + ot + a;] +e*ey

1 1
2t
e —c —c3t
[2 2+ 3 3 }

1
€2tZC3 + e4tc4

X = PJordanYJordan =

(b) Selon la réduction en Bloc et la trigonalisation
2t 2

( e [(cl +c2+c3)+2(ca +c3)t + 2cat ] \

e?! [cl + 2cot + 2C3[2] + 64164

X = PBlac/Trigo YBloc/Triga =
e? ez + 2¢3t]

\ €2tC3 + e4t(:4 /

7. Détermination des sous espaces caractéristiques de la matrice 4.

(a) Selon la réduction de Jordan

1 1/2 1/4

1 0 0

N, = Vect(vy,v2,v3) = \@Ct< o\l 1/2 |’ 0
0 0 1/4

N4 = Vect(vq) = Vect<

—_ o = O
~—



(b) Selon la réduction en Bloc et la trigonalisation

1 1 1
1 0 0
N> = Vect(vy,vp,v3) = Vect o'l 1 1°] o
0 0 1
0
N4 = Vect(vq) = Vect (1)
1
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Exercice 1 ( 07 pts ).
Soit E = R [X] vu comme étant un R - espace vectoriel et soit le produit scalaire

+1
Vp.qeE: (p.q) =/_1 p(x)q(x)dx

soit le sous espace vectoriel [F défini

+1
F=!pcE: p“)(x)—p“)(m:(/ p(r)dr)x}

1. Déterminer une base orthonormée de .

2. Déterminer la projection orthogonale de p sur le sous espace vectoriel [F.

Exercice 2 ( 07 pts ).
Soit E = M>(R) vu comme étant un R - espace vectoriel, on note par

.A_ X1 X2
o X3 X4

YVAeE: |A|= \/4x% + 3x§ + 2x§ + xf + 6x1Xx2 + 4x1x3 + 2x1X4 + 4x2x3 + 2X2X4 + 2X3X4

et soit

1. Montrer que || - || représente une norme sur E et déterminer le produit scalaire associé.

2. Déterminer une base orthonormée de E.

Exercice 3 ( 06 pts ).
Soit (R*, (-,-)) vu comme étant un espace euclidien tel que

(X,Y) =x1y1 + x2y2 + x3y3 + Xa4)4
R - espace vectorielSoit I’endomorphisme de R* définie par

2x +2y —z —t
2x+2y—z—1t
xX+y+z-—-2t
x+y—2z+1t

1
VX = eR*: P(X):5

- N e X

Déterminer la matrice associée 2 P dans la base canonique de R*.
Montrer que P est une projection de R*.
Déterminer I’espace F sur lequel on fait la projection et I’espace G avec lequel on dirige la projection.

Cette projection est - elle pas orthogonale.

A

Déterminer la projection orthogonale sur le sous espace vectoriel G.
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Exercice 1 ( 07 pts ).
Soit E = R, [X] vu comme étant un R - espace vectoriel et soit le produit scalaire

+1
Vp.gcE: <p,q>=/_1 p()q(x)dx

soit le sous espace vectoriel IF défini

+1
F=lpecE: p<”(x)—p<“(0>=(f p(t)dr)x}
-1

1. Détermination d’une une base orthonormée de .
(a) Détermination d’une base de FF. Soit p € IF donc

+1

px) = ax? + bx + ¢, p(l)(x) — p(l)(O) = (/
-1

p(z)dt) X

ce qui donne

3
a= —c
2
donc |
p(x) = Ec(Sx2 +2) + bx
finalement

F = Vect (3x% + 2, x)

(b) Porcédure de Gram-Schimdt pour déterminer une base orthonormée

i. Orthogonalisation

vy =3x%2 42
vy = x + A(3x2 +2)
(1)1,1)2) =0

ce qui donne que A =0
ii. Normalisation

2 o= B \F
”3x +2H =35 x|l = z
/5 5 5

%(3)6' +2), \/;X}

2. Détermination de la projection orthogonale de p sur le sous espace vectoriel [F.

0,5 pt iii. Conclusion la base suivante

est une base orthonormée de [E.

1



(a) Détermination de la matrice de Gramm

98
(3x2 4+2,3x2 +2) (3x% +2,x) 5z 0
G = 2 = 2
(x,3x +2) {x, x) 0o =
3
(b) Calcule de G~!
5
4 % °
G == 3
0o =
2
(c) Détermination des composante de la porjection
5 38 5 /138
o _ G—l (P, 3X2 + 2) _ % 0 Ea + 8¢ . % (1—561 + 8C)
B ) (p.x) B 3 2 B
’ 0 = =b b
2 3

(d) Détermination de la porjection

donc

P(p) = a(B3x> +2) + Bx

5 (38 5
= — —_ 2
P(p) 93 (15a+8c) (3x"+2)+bx

Exercice 2 ( 07 pts ).
Soit E = M5 (R) vu comme étant un R - espace vectoriel, on note par

A= X1 X2
- X3 X4

VAeE: ||A|= \/4x% + 3x§ + 2x§ + x% + 6x1x2 +4x1x3 +2x1%x4 + 4x2X3 + 2X2X4 + 2X3X4

et soit

1. On montrer que || - || représente une norme sur E et on détermine le produit scalaire associé. Il suffit de
montrer que

o(X) = 4xf + 3x§ + 2x§ + xi 4+ 6x1x2 +4x1x3 + 2x1X4 + 4x2x3 + 2X2X4 + 2X3X4

représente une forme quadratique définie positive,

(a) Q estun polynome homgene de degré deux
02,5pt (b) De plus la réduction de Sylvester donne
o(X) = [xﬁ 4+ 2x4(x1 + x2 + x3)] + 4x% + 3x§ + 2x§ + 6x1x2 + 4x1x3 + 4x2X3

= [x1+x2+x3+x4%+ Sxf + 2x§ + x% 4+ 4x1x + 2x1x3 + 2x2X3
[x1 4+ x2 + x3 + x4) + [x32, + 2x1x3 + 2x2x3] + 3xf + 2x§ + 4x1x2
[x1 +x2 +x3+ x4]2 + [x1 + x2 + x3]2 + 2xf + x% + 2x1X2

= [x14x2+x3 4+ xa]” + [x1 + x2 + x3)” + [x] + x4 x7

sg(Q) = (4.0)
donc Q est définie positive.
2. Détermination d’une base orthonormée de [E.
On a le systeme
X] = X1+ x24+x3+ x4 X} 1 111 X1
/ /
X, = X1+x2+x3 X, | 10 1 1 1 X2
xy = xP+x - x5 |00 11 X3
X, = X1 X 0 0 01 X4
=A



01,5pt ce qui donne la matrice de passage suivante

1 -1 0 O
— 0 1 -1 0

— 1 _
P=A"= 0 o0 1 -1
O o0 o0 1

donc la famille
1 0 -1 1 0 -1 0 0
o o0 )’ 0 0)'\1 0/’\0 1
est une base orthonormée de [E.

Exercice 3 ( 06 pts ).

Soit (R*, (-, -)) vu comme étant un espace euclidien tel que
(X,Y)=x1y1+x2y2 +x3y3 + X4)4

R - espace vectorielSoit I’endomorphisme de R* définie par

2x + 2y —z —t

2x+2y—z—t

X+y+z-—-2t
x+y—2z+¢

1
VX = e R*: P(X):§

~ N < X

1. Détermination de la matrice associée a P dans la base canonique de R*.

2 2 -1 —1
1l 22 -1 =1
A‘§ 11 1 =2
11 =2 1

2. On montrer que P représente une projection de R*. On a
A=A
donc
PoP=P
ce qui donne que P est une projection.

3. Détermination de I’espace I sur lequel on fait la projection et I’espace G avec lequel on dirige la projection.

0,5pt (a) L’espace sur lequel on fait la projection.
F =Im(P)
alors
3y1 = 2x+2y—z—t
3y = 2x+2y—z—t
Y elm(P) — 3y3 = x+y+z-2t
3yag = x+y—2z4¢
yr = )2
y2—2y3 = —z+t
— 3y3 = x+y+z-2t
Ya—ys = —z+1
yio =
y2—2y3 = ya—)3
= 3y3 = x+y+z-2t
ya—y3s = —z+t1

donc

Im(P)={Y €eR*/ y1=y2 ya=yr—y3}= Vect<

—_— O = =
—_— O O
~—



(b) L’epace avec lequel on dririge la projection.

F = Ker(P)
alors
2x+2y—z—t = 0
X e Ker(P) = x+y+z-2t = 0
x+y—-2z4t = 0
2x+2y—z—t = 0
- xX+y4+z-2t = 0
z =1
N {x—i—y—i—z—ZZ =0
z = 1
. {x = —y+t
z =1
donc
-1 1
4 1 0
Ker(P) ={X eR*/ x=-y+1t, z=t}=Vect o || 1
0 1

4. Cette projection est - elle orthogonale. ? Vu que

>:2¢o

donc F n’est pas orthogonal a G et donc cette projection n’est pas orthogonale.

/\
—_— O =
—_— O =

5. Déterminatin de la projection orthogonale sur le sous espace vectoriel G.
(a) Détermination de la matrice de Gram associée a la base de G

( 1 -1
1 1 1
0| 0 0|’
0 0 0 2 —1
G = 1 -1 N ( -1 3 )
0 1
1|’ 0
1
(b) Détermination des composantes de la porjection

-1

@) _ g 0 _ L3 —2x+3y+z+t —x+y
B ] ) 501 2 X+y+2z+2¢ xX+z+t

—_—— O =

—_— e O =
—_ = O =
\/

ce qui donne que

a\ [ 2x+3y+z+t
B )] \ x+y+2z+2¢



(c) Détermination de I’expression de la projection

P(X) =« +8

O O = =
i )

et donc

PX)=(2x+3y+z+1) +(x+y+2z+21)

O O = =
e e
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