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Exercice 1 ( 05 pts ).

Soit E un R — espace vectoriel de dimension finie et f, g € End([E) deux endomorphismes diagonalisables ont les
mémes vecteurs propres vérifiant

foeg+ld=f,

on note par
VkeN*: fk= fo.iof.

k— fois
1. Montrer que

VkeN*: sp(fk)z{xk/ AeSp(f)}.

2. Déterminer les valeur propres de f en fonctions des valeurs propres de g, et déduire que
1€Sp(g). 0&Sp(f).

3. Montrer par récurrence que
n
VneN: fr"= (Z fk)og—l-ld.
k=1
4. Déduire que “Id — g” est inversible et que

n—1

VneN, n>2: f”=<z f")ogo(ld—g)_1+(ld—g)_1-
k=1

Exercice 2 ( 05 pts ).

Soit la suite (up) » e N+ définie par
VneN* n>3: u, —u,_, =0, u, =u; =1. (1)
1. Déterminer les deux vecteurs X, X,—1, la matrice carrée A et les deux constantes a, b € R tel que la relation
(1) ce transforme en

VneN, n>3: X,=AX,_1. X2=(Z).

2. Déterminer le terme générale de la suite (X,) » > 2.

3. Utiliser le résultat de la question précédente pour déterminer le terme générale de la suite (1), e N*.



Exercice 3 ( 10 pts ).

Soit Ry[ X ] le R — espace vectoriel des polyndmes de degré au plus deux a coefficients dans R a variable dans R, et
soit I’application linéaire f de R,[ X ] définie par

VP e R[X]: f(P)=Q,

tel que
VxeR: Qx) =(2-x-x3)P0)+ (3x + x*)PH(0) + %(x +327)P(0).

Montrer que f représente un endomorphisme de Rp[ X |.

Déterminer A la matrice associée a f dans la base canonique de R[ X |.

Montrer que la matrice A est diagonalisable.

Déterminer la matrice réduite diagonale de .4 et une matrice de passage correspondante.

Déterminer une base correspondante a la diagonalisation de f.

SARENANE SR

Soit Z(t ) une fonction de R a valeur dans R3, résoudre le systéme

d
EZ(z) = AZ(t).

7. Dans la suite soit a(t ), b(t) et c(t) trois fonctions inconnus dans C ! (R;R) et on note par
P(t,x) = a(t)x> + b(1)x + c(1),

déduire la solution de I’équation différentielle

Vi,xeR: %P(z,x) = f(P(t.x)).
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Exercice 1 ( 05 pts ).

Soit E un R — espace vectoriel de dimension finie et f, g € End(E) deux endomorphismes diagonalisables ont
les mé&mes vecteurs propres vérifiant

foeg+Id=f,
on note par
VkeN*: fk= fo.of .
k— fois
1. On montrer que
VkeN*: Sp(fk):{)kk/ )teSp(f)}.
On suppose que A € Sp(f) et v un vecteur propre correspondant, on va montrer par récurrence que
Vk e N* . k) = Ak,

(a) Pourk =1:0na f(v) = Av ce qui est vrai.

(b) On suppose que f*(v) = AKv pour certain rang k donc

FF ) = £(fF ) = fOFv) = A fv) = 2K ) = 25,
(c) Conclusion
Vk e N*: Sp(fk)z{)tk/ /\eSp(f)}.

2. Détermination des valeurs propres de f en fonctions des valeurs propres de g. Vu que f et g sont diagona-
lisable et ils ont les méme vecteurs propres donc il existe une base ¢ [E formée par les vecteurs propres, on
la note I3, ce qui donne que

Mp(f) = Ai . Mp(g) = i

fog+1d=f fo(ld-yg)=Id
Mgp(f o (ld—g)) = Mp(ld)
Mp(fIMp(ld —g) =1

ViGNZZ )ti(l—u,i)=1

U

ce qui permet de conclure que
0¢Sp(f). 1¢Sp(g).

et que
1

ViENZ: A= .
1 —p




3. On montrer par récurrence que
n
VneN*: f”:(Z fk)og+Id,
k=1
Pourn =1lona

f=fog+Id #)

On suppose que 1’égalité est vrai jusqu’a un certain ordre n

()

fk+1)0g+f

=10

(=
(f fk)og+f

Changement ! La relation
d’indice #

l
n+1
= (Z fk) og+ (fog+1d)
n+1

( > fk) og+1d

4. On déduire que “Id — g” est inversible et que

VneN, n>=2: f"= (nil fk)ogo(ld—g)_l +(1d—g) !
k=1
L application “Id — g” est inversible car
1 ¢Sp(g) = 0 & Sp(ld— g) = det(ld—g) # O,
De plus on sais que

n n—1
=(Z fk)OngId = f”=f”og+(Z f")ogﬂd

k=1 k=1

n—1
— f"o(1d+g)=<2 f")ogﬂd

k=1
n—1
= f" =(Z fk)°g0(1d+g)_1+(ld+g)_l
k=1



Exercice 2 ( 05 pts ).

Soit la suite (4y,) » e v+ définie par

VneN* n>3: u, —up—> =0, u, =u; =1. €))

1. Détermination des deux vecteurs X,,, X,,_1, la matrice carrée A et les deux constantes a,b € R tel que la
relation (1) ce transforme en

VneN, n>3: X, = AX, 1, X2=(a).
11 suffit de prendre

e () a=(80) 0= (5)-()

2. Détermination du terme générale de la suite (X,) » > 2.

0.75 pt Le polyndme caractéristique de A
PaH) = A -DA+ D),

donc le polyndme caractéristique il est scindé et admet que des racines simples donc A est diagonalisable.

5w (1)) =ves( 1))

0.75 pt Matrice réduite et matrice de passage

0.75 pt Les sous e€spaces propres

01 pt Calcule de A" 2

1+ (=" 1—(=1"

An—z — PA/n—ZP—l — 2 2
1—-(-D" 1+ (=1)"
2 2

0.75 pt 3. Détermination du terme générale de la suite (up) 5 eN*.

( t ):AH( ”2):un:1.
Un—1 Ui



Exercice 3 ( 10 pts ).

Soit Ry[ X ] le R — espace vectoriel des polynomes de degré au plus deux a coefficients dans R a variable dans R,
et soit ’application linéaire f de R,[ X | définie par

VP e Ro[X]: f(P)=Q,
tel que
Vx e R: Q(x) =(2—=x—x2)P0) + (3x + x2)P1(0) + %(x + 3x2)P(0).
1. f représente un endomorphisme de R,[ X ] Car
VPeR:[X]: f(P)eRa2[X]

2. Détermination de A la matrice associée a f dans la base canonique de Ry[ X .

2 0 0
My xxn(f)=( -1 3 1
-1 1 3

3. La matrice A est diagonalisable.

(a) Le polyndme caractéristique de A.

(b) Les sous espaces caractéristiques de A.

— O
~—

E, = Vect<

O = =

Pa(A) = det (A—Al) = —(A —2)2(A — 4).
(c) La conlusion.

1
10 > E4 = Vect<
1
— P4 est scindé.

— dimE; =2 = mul(2), dimE4 = 1 = mul(4).
En conclusion A est diagonalisable.

4. Déterminer la matrice réduite diagonale de

A =

et une matrice de passage correspondante.

o o w
oo

0 1 10
0), P=|1 01
4 0 1 1
5. Détermination d’une base correspondante a la diagonalisation de f.

{1+X,14+X%X+X?}.

6. Résolution du systeme
d
— Z(t) = AZ(1).
T Z(1) = AZ(1)

(a) Résolution du systeme réduit.

y cle?!

—Y =AY =Y =| cpe*

dt vy
c3ée

(b) Détermination de Z(t).

(c1 + c2)e?!
Z(t)=PY = Z(t) = C1€2t + C3€4t



7. On considere a(t), b(t) et c(t) trois fonctions inconnus dans C '(R; R ) et on note par
P(t,x) = a(t)x® + b(t)x + c(1),
On va déduire la solution de 1’équation différentielle
Vi, x eR : %P(t,x) = f(P(t,x)).

Dans la base canonique de R[ X ] on a

M (%P(r,x)) — Ms (/) Ms(P(1.x))

donc 3
EMB(P(LX)) = Mp(f)Mp(P(t,x))
ona
c(1)
Mp(P(t.x)) = | b(1) |].
a(t)
on utilise la question précédent on en déduit que
(1) (c1+c2)e?
Mp(P(t.x)) = | b(1) | =] c1e? +cze
a(t) cre?t 4 cyett

donc
P(t,x) = (c2e* +cze*) x? + (c1e® +cze) x4+ (c1 +c2)e?.
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Exercice 1 ( 04 pts ).

Soit E = R3 vu comme étant un R - espace vectoriel et soit la forme quadratique Q définie par
VX e E: QO(X) = x% — x% — x% + 2x1x2 + 2x1x3 — 2Xx3X3.

1. Déterminer le cone isotrope de la forme quadratique Q.

2. Déterminer un sous espace vectoriel isotrope de dimension deux.

Exercice 2 ( 06 pts ).

Soit M3 (R) vu comme étant un R - espace vectoriel et soit I’application définie par
VAeE: Q(A) = detA.

On donne la base canonique de [E définie par

a={(s 0)-(56)- (5 8). (5 1))

1. Montrer que Q représente une forme quadratique sur [E et déterminer S la forme polaire associée a Q.
2. Déduire la matrice associée a la forme polaire S dans la base B.
3. Soit le sous espace vectoriel F de E défini par

F={AcE: 'A=-A},

déterminer I’ orthogonale de IF par rapport a la forme quadratique O.

Exercice 3 ( 10 pts ).

Soit E = Ry[ X ] vu comme étant un R - espace vectoriel, et soi I’application B définie par

Vp.g € E: B(p.q) = p(0)gV(0) - p(1)g'(1).
1. Montrer que B représente une forme bilinéaire.
2. Montrer que I’application définie par

VpeE: Q(p)=B(pp),

représente une forme quadratique sur E.

Déterminer la réduction de Sylvestre de la forme quadratique Q.

Déterminer le cdne isotrope de Q.

Dans le cas ou I’espace [E admet des sous espaces vectoriels isotrope déterminer 1’'un d’eux.

On utilisant la signature, vérifiée si la forme si la forme quadratique Q est définie positive et si elle est dégénérée.

N kAW

Déterminer une base orthogonale de 1’espace E par rapport a la forme quadratique Q.
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Exercice 1 ( 04 pts ).
Soit E = R vu comme étant un R - espace vectoriel et soit la forme quadratique Q définie par
VX e E: Q(X) = x% — x% — x§ + 2x1x2 + 2x1x3 — 2Xx2X3.

1. Détermination du cdne isotrope de la forme quadratique Q.
On applique la réduction de Gauss a la forme quadratique Q on a

QX)) = x%—x%—x%+2x1x2+2x1X3—2x2x3

= xf 4+ 2x1(x2 4+ x3) — x% — x% — 2 X2 X3
= (x1 4+ x2 + x3)% — 2x§ — 2x§ — 4x5 X3

= (x1 4+ x2 + x3)% = 2(x2 + x3)?
donc

X € I(Q) QX) =0
(x1 +x2+x3)> —2(x2 + x3)> =0
(x1 + x2 4+ x3)° = 2(x2 + x3)°
X1+X2+X3=:|:\/§(XQ+X3)
x1 = £vV2(x2 + x3) — xp — X3
(V2 —=1)x2 + (V2 = 1)x3
X1 = ou
—(V2 4+ 1)xs = (V2 + 1) x3
V2 -1 V2 -1
X € Vect 1 ,
)
ou
—V2 -1 ~V2 -1
X € Vect 1 , 0
)

il

I

donc

(9Q) = Vect< 1 , 0
0



2. Détermination d’un sous espace vectoriel isotrope de dimension deux.
On peut prendre par exemple

V2 -1 V2 -1
F = Vect< 1 , 0 > .
1
Exercice 2 ( 06 pts ).
Soit M» (R ) vu comme étant un R - espace vectoriel et soit 1’application définie par

VAceE: Q(A) = detA.

On donne la base canonique de [E définie par

a={(s 0)-(56)- (5 8) (5 1))

1. On montre que Q représente une forme quadratique sur E et on détermine S la forme polaire associée a Q.

(a) Q est quadratique
a b
(0 a)

Soit la matrice
le calcul fournit
Q(A)=detA =ad — bc.

ce qui est un polyndme homogene de degré deux en a, b, ¢ et d donc Q est une forme quadratique sur
I’espace vectoriel [E.

(b) Détermination de la forme polaire associée.

Soit les deux matrices ) )
a b a b
A —_— ( c d ) 9’ B - ( C/ d / ) )

SA,B) =

le calcul fournit
[Q(A+B) — Q(A) — 9(B)]

[det(A+ B) — det(A) — det(B)]
1 1

1
ad + Ea/d — EbC/ — Eb/c.

2. La matrice associée a la forme polaire S dans la base B.

N[ =N~ =

( 1
o 0 0 =
2
0 0 —— 0

Mp(S) = 1 2
0 —— 0 0

| 2

\3 0 0 0

3. Déterminer 1’orthogonale de F par rapport a la forme quadratique Q avec

F={AecE: 'A=—A}.

a b
A=(Cd)

Soit 1a matrice



dans un premier temps on a

AcF = "4 =-A
= a=—a, b

0 b
— A:(_b 0)

et donc

Soit la matrice

donc
BeFl BJ_(O 1)
-1 0
— S((_Ol é),B):O
= 1c/+1d’ 0
2 27
— =4d
a b
- s=(5%)
finalement

Exercice 3 ( 10 pts ).

Soit E = R5[ X ] vu comme étant un R - espace vectoriel, et soi I’application B définie par
Vp.geE: B(p.g)=p(0)g'(0) - p(1)g(1).

1. On montre que B représente une forme bilinéaire.
Il suffit de monter que

Vpi.p2.q €E, VYA, nueR: B(Apr +pup2.q) = AB(p1.q) + uB(p2.q),
Vp.gqeE: B(p.q) = B(q,p).

2. On montre que I’application Q représente une forme quadratique sur E tel que
VpeE: Q(p) = B(p.p).

La forme suivante

B(p.q) + B(q,p)
5 .

S(p.4) = 5 [2p+4) ~ Ap) ~ QAq)] =

est bilinéaire symétrique donc Q est une forme quadratique.

3. Détermination de la réduction de Sylvestre de la forme quadratique Q.
ona

Q(p) = p(0) p(0) — p(1) pV(1).

on pose
p(x) =ax?>+bx +c



donc
Q(p) = —2a®> — b?> —3ab —2ac

b% +2b ]—2a2—2ac

3
~a
2

a? —24* — 2ac

+

S
+
+
<
|
Y
N}
o

[a® — 2a (4¢)]

N

S
+
+

S
+
N

Il
M N 7 N 7T N TN N/
S
+
NS RION) le | W l\)lw [\.)Ib.)
IS IS
N
+

[\]
+
Bl= Bl= pl= A= MO
[\S)

tel que
ad = —a-—2c
2
3
b = b —
+2a
¢ = 2c¢

4. Détermination du cOne isotrope de Q.

peL(Q) = Q(p) =0
— —2a> —b*> —3ab —2ac =0

= 2ac = —2a®> — b* — 3ab
b2
=—-2a———=3b if a#0
—t a
b=0 ¢ceR if a=0
b2
p(x) =ax> +bx —2a—— —3b if a#0
— a
p(x) =c if a=0
donc
b2
Z(Q)=peE: p(x)=ax’>+bx —2a—-— —3b, a# O%UVect(l)
a
5. Dans le cas ou I’espace E admet des sous espaces vectoriels isotrope déterminer I’un d’eux.

Vuque Z( Q) # {0} donc E admet des sous espaces vectoriels isotropes, un exemple de I’'un d’eux est
F = Vect(1).
6. On utilisant la signature, on vérifier si la forme si la forme quadratique Q est définie positive et si elle est
dégénérée.
La signature de Q vaut (1,2) donc Q elle n’est pas définie positive et elle est non dégénérée.
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7. Détermination d’une base orthogonale de I’espace [E par rapport a la forme quadratique Q.

On a
, 1
a = —a-—2c
2
a’ /2 0 -2 a
o= pada =0 =321 0 b
2 c’ 0o 0 2 c
¢ = 2¢ A

ce qui donne que la matrice de passage est définie par

P=A""'=

S W N
S = O
~ W N

et donc la base .
B=12x?>+3x,x,2x> +3x + 5[

est une base orthogonale de E par rapport a la forme quadratique Q.
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