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Exercice 1 ( 04 pts ).

Soit A, B € M3( R ) tel que A et B deux matrice diagonalisable ont les méme vecteurs propres. Montrer que

AB = BA.

Exercice 2 ( 06 pts ).

Soit Ro[ X ] le R - espace vectoriel des polynomes de degré au plus deux a coefficients dans R & variable dans R,
et soit I'application linéaire g de Ro[ X | définie par

VP e R[X]: g(P) =90,
tel que

Ve e R: Qx) = aP(x) +b(x+a) [P0) + 2 P(0)] + S lax + ba?] P)(0).

Déterminer tout les couples (a,b) € R? de tel sorte que g soit diagonalisable ou trigonalisable dans R.

Exercice 3 ( 10 pts ).

Soit Ra[ X ] le R - espace vectoriel des polynomes de degré au plus deux a coefficients dans R & variable dans R,
et soit 'application linéaire f de Rg[ X | définie par

VP e Ro[X]: f(P)=Q,
tel que
1
Vo eR: Q(x):377(:1:)—(1+x+x2)73(0)+§P(2)(0)x+77(1)(0)x2.
1. Montrer que f représente un endomorphisme de Ry| X |.

2. Déterminer la matrice associée a f dans la base canonique de Ry[ X |.

3. Montrer que cette matrice est diagonalisable, et déterminer sa matrice réduite diagonale, une matrice de
passage et une base correspondante a la diagonalisation.

4. Dans la suite on note par
Vn e N,Vz € R: Pulz) = an + bz + ¢, 2%
Déterminer le terme générale de la suite des polyndémes définie par
Vne N P, =f(Pno1),

avec

Ve e R: Py(z) =x.
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Soit A, B € M3( R ) tel que A et B deux matrices diagonalisables ont les mémes vecteurs propres.

On veut montrer que

AB = BA.

Vu que A et B sont diagonalisables et ils ont les méme vecteurs propres donc ils ont la méme
matrice de passage ce qui donne que

le calcule fournit

en conclusion

A 0 0
A=P | 0 X 0 | P!
0 0 A3
ur 0 0
B =P 0 wuz O p-1!
0 0 pus
MmO 0
AB = P 0 A9 2 0 p-1
0 0 A3us
prAr 0 0
BA= P 0 2 A2 0 p-1
0 0 p3As

AB = BA.



Exercice 2 ( 06 pts ).

Soit Ro[ X | le R - espace vectoriel des polynomes de degré au plus deux a coefficients dans R a
variable dans R, et soit I'application linéaire g de Ry[ X | définie par

tel que

Vo e R: Qx) = aP(z)+b(z+22) [P(0)+ 5 P2I(0) ]+ [az+ba?] PC)(0).

On veut déterminer tout les couples (a,b) € R2? de tel sorte que g soit trigonalisable ou diago-
nalisable dans R.

1.5pt| Alors il suffit de déterminer a et b de tel sorte que le polynome caractéristique soit scindé dans R.

1pt| La matrice associée & g dans la base canonique de Ro[ X | vaut

a 0 0
0 a+b a+bd ,
0 b a+2b

1pt| et donc le polynome caractéristique vaut
(a — XN)[X —(2a 4+ 3b)X + (a® +2ab + V*)]
P

1pt| pour que ce polynome soit scindé il faut et il suffit que le discriminant de P soit positive ou nul ce
qui revient a dire que

b(5b+ 4a) >0,
1.5pt| en conclusion g est diagonalisable ou trigonalisable si et seulement si

b >0 et aZ—Zb
ou

b <0 et a< —

= Ot

Exercice 3 ( 10 pts ).

Soit Ra[ X ] le R - espace vectoriel des polynomes de degré au plus deux a coefficients dans R a
variable dans R, et soit application linéaire f de Ry X | définie par

VP e Ro[X]: f(P)=2Q,
tel que
1
Ve eR: Q(z)=3P(z)—(1l+z+22)P(0) + 57><2‘>(0)g; + PU(0) a2,
ipt 1. On montre que f représente un endomorphisme de Ry[ X . Il suffit de montrer que
VP € Ro[X]: f(P) € Ro[X].

1pt 2. La matrice associée a f dans la base canonique de Ry[ X |.
2 00
A = -1 31
-1 13

3. On montre que cette matrice est diagonalisable, et on déterminersa matrice réduite diagonal,
une matrice de passage correspondante et une base correspondante a la diagonalisation.

(a) Les valeurs propres.

A =2, mul(A) =2, X=4, mul(l) =1

(b) Les sous espaces propres.

1 1 0
E), = Vect < 1 , 0 > , E), = Vect < 1 > ,
0 1 1
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1pt

(c) Conclusion.
Py est scindé, et

VA eSp(g): dmEy = mul( ),
donc A est diagonalisable.

(d) Matrice réduite et matrice de passage.

2 0 0 110
A=1020], P=|(101
0 0 4 01 1

(e) La base correspondante a la diagonalisation.
{1+x,1+x2,x+x2}.

4. Dans la suite on note par

Vn e N,V e R: Pplx) =an +bpx + cpx

2

On veut déterminer le terme générale de la suite des polynémes définie par

Vn € N : Pn:f(Pnfl)7
avec

Ve e R: Py(z) ==x.

Donc

an 0

Po=[f"(Po) = | bn | = A" [ 1

Cn 0

Or
1 ontl 0 0
.An:P.AmP_1:§ on _ gn 2n+4n _2n_|_4n ,
2 — 4 2N 4 27 4"

Finalement

Pu(z) =

N

[(2"+4™ )2 + (—2"+4™)2?].
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Exercice 1 ( 06 pts ).

Soit E un R - espace vectoriel de dimension finie n, et soit )1 et Q2 deux formes quadratiques ont la méme
signature.

1. Montrer que pour chaque base B de E il existe deux matrices inversibles P} et P, et une matrice diagonale
A tel que
Mp(Q1) ='PLAP, Mp(Qx) ="PAP,.

2. Soit g un endomorphisme de E. Calculer Q)2 (g(x)) en fonction de la matrice associée a g, la matrice associée
a Q2 et le vecteur composantes de x dans une base B quelconque de E.

3. On utilisant les questions précédente montrer qu’il existe un endomorphisme bijectif f de E tel que

Ve e E: Qi(xz) = Qz(f(fﬂ))-

Exercice 2 ( 14 pts ).

Soit E = My( R ) le R - espace vectoriel des matrices carrées deux lignes et deux colonnes a coefficient dans R,
et soit la forme Q définie sur E & valeur dans R par ’expression suivante

VAcE: Q(A) = Tr(A?).

On domne 10 0 1 0 0 0 0
”La base canonique de E” = {(0 0) , <0 0> , <1 0> , (0 1)}
1. Montrer que Q est quadratique et déterminer sa forme polaire S.
2. Donner 'expression de Q( A ) et de S( A, B) en fonction des coefficient des deux matrices A et B.
3. Déterminer la matrice associée & () et la matrice associée a S dans la base canonique de E.
4. Déterminer la matrice associée a () dans la base

== {(00) (1) (50)- (1))

Déterminer la réduction de Sylvestre de la forme Q.
Vérifier si la forme @) est définie positive, si elle est dégénérée et déterminer son rang.
Donner une base orthogonale de E relativement a la forme quadratique Q.

Donner le cone isotrope de Q.

© ® N ;

Montrer qu’il n’existe aucune base orthonormée de E par rapport a Q.
10. Déterminer 'orthogonal par rapport a ) du sous espace vectoriel suivant
IF:{.AGE: t.AZ—A}.

11. Le sous espace vectoriel F est - il un sous espace vectoriel isotrope.
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Exercice 1 ( 06 pts ).

Soit E un R - espace vectoriel de dimension finie n, et soit 1 et Q2 deux formes quadratiques ont la méme
signature.

1. Vu que les deux forme quadratiques ont la méme signature
Sg( Q1) = S9(Q2) = (p, 7 —p),

donc ils ont la méme forme réduite de Sylvestre.

— Pour Q7 dans une base B;
,

P
Qi(z) = Z xf — Z xf.

k=1 k=p+1
— Pour 9, dans une base By
p T
Qe = D A~ Y ol
k=1 k=p+1
Ce qui donne
1
1
-1
MB1(Q1) == MBQ( QQ) - A = 9
—1
0
0
P r—op n—r

colonnes colonnes colonnes

on note par P; la matrice de passage de B a B; pour i € {1,2}, et on utilise la formule de changement
des bases pour les formes bilinéaires et quadratiques, alors

Mp(Q1) ='PLAP, Mp(Qy) ="'P, AP,.

2pts 2. Soit g un endomorphisme de E. On veut calculer QQ( g(z) ) en fonction de la matrice associée a
g, la matrice associée a Q5 et le vecteur composantes de = dans une base B quelconque de ’espace
vectoriel E.

On note par w = g(x) donc

Q2(w) = 'Mp(w) Mp( Q) Mp(w),

1
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3.

1.

w=g(z) = Mp(w) = Mp(g) Mg(z),
finalement
Q2(g(z)) = Y Mp(g)Mgp(z)) Mp( Q) Mgp(g) Mp(z),
et donc
Q2(g(z)) = "Mp(z) ' Mp(g) Ms(Q2) Ms(g) Ms(x),

L’existence un endomorphisme bijectif f de E.
Vu le résultat de la question une on peut conclure que

A =P Mp(Qu) Pt o= "Ryt M(Qx) Pyt
ce qui donne
Mp( Q1) = '"P'Py P Mp( Q) Pyt Py
(P PL)Mp(Q2) (P Py
ce qui permet d’avoir que
Ve eE: 'Mpg(x)Mp(Qi)Mp(z) =
Map(z) (Pt PL)Mp(Qe) (P! Pr) Ma( )
cela peut étre écrit sous la forme suivante
Qi(z) = (P PiMp(z)) Ms(Q2) (P! PuMg())

or Py ' Py est une matrice carrée inversible donc elle représente un endomorphisme bijectif de E on le
note f, ce qui donne que

Ve e E: Mp(f(z)) = Pyt Py Mg(z),
donc
Ve € E : Ql(a?):tMB(f(a?))MB(QQ)MB(f(x)),
et finalement

Ve e E: Qi(z) = Q2(f(33))

Exercice 2 ( 14 pts ).

Soit E = Ma( R ) le R - espace vectoriel des matrices carrées deux lignes et deux colonnes a coefficient
dans R, et soit la forme Q définie sur E a valeur dans R par I'expression suivante

VAcE: Q(A) = Tr(A?).

” . » 10 0 1 00 00
La base canonique de E —{(0 0>,<0 0>7(1 0),(0 1)}

On montrer que Q est quadratique et déterminer sa forme polaire S.

(a) Méthode une :
— Soit A une matrice de E notée
a b
a=(da)
Q(A) =a®> + d®> + 2¢b,

c’est un polynoéme de plus
VAeE: QNA)=AQ(A),
donc @Q est une forme quadratique sur E .

— Sa forme polaire : on note
a v
B = < C/ d/ ) ’

S(A,B) =ad +dd + cb +b.

On donne

ce qui donne que

ce qui donne



(b) Méthode deux :

S(A,B) = -[QA+B)—-Q(A) - Q(B)]

[Tr (AB) + Tr (BA)]

N~ N~

or vu que les deux matrice sont dans E par calcule on a
Tr(AB) =Tr(BA),
donc
S(A,B) =Tr(AB),
elle est bilinéaire symétrique donc S est une forme polaire et alors Q est une forme quadratique.

2. 1" expression de Q( A ) et de S( A, B ) en fonction des coefficient des deux matrices A et B. Soit
A, B deux matrice de E notées

a b a b
A—<cd>78_<cld/>7

QUA) = a®> + d® + 2¢b,
S(A,B) = ad +dd + cb +b.

ce qui donne que

2pt 3. Détermination de la matrice associée a () et la matrice associée a & dans la base canonique.
10 00
0010
MCanonique( Q) - MCanonique(S) = 0100 y
0 001
ipt 4. Déterminer la matrice associée a () dans la base
11 10 1 01
2= {(00) (o) GY) (1))
la matrice de passage de la base canonique a la base B
1110
1 0 01
P = 0100 ’
0 01 1
donc
M%( Q) = M‘B( 8) = tP MCanonique( Q ) Pa
finalement
1 2 10
2 111
Mp(Q) = Ma(S) =17 1 5 4
01 1 1
ipt 5. La réduction de Sylvestre de la forme Q.
Q(A) — a/2 +b/2 —|—Cl2 _ d/2,
tel que
a = a
Vo=
V2 V2
/
= — —b
c 5 c + 5
2 2
g V2.oV2,
\ 2 2
ipt 6. Vérification si la forme () est définie positive, si elle est dégénérée et déterminer son rang.

La signature de Q vaut
Sg(Q) = (3,1),

donc @ elle n’est pas définie positive, elle est non dégénérée et sont rang vaut 4.



ipt 7. Une base orthogonale de E relativement a la forme quadratique Q.
0 0 0

a 1 a
b _ 0 0 0 1 b
N 0 Vv2/2  V2/2 0 c |’
d 0 V2/2 —V2/2 0 d
£
la matrice de passage vaut
1 0
a1 0 0
P=L= 0 0 V2/2 —V2/2
0 1 0

et donc la base

0
V2/2 \f/2)
5’:{<ég>’<¢§/2 ¢§/2)’<¢§/2— 2>

(00))-

ipt 8. Le cOne isotrope de Q.
a® + d?
Z( Q) = Vect 01 U BT / a,d €R, c € R*
O 0 ) )
c d
1pt 9. On montre qu’il n’existe aucune base orthonormée de E par rapport a Q.

Vu que la signature de Q vaut (3, 1) donc E n’admet pas des bases orthonormées par rapport a la
forme quadratique Q.

ipt 10. Détermination de l'orthogonal par rapport a ) du sous espace vectoriel F.

— {A€cE: tA——A}—Vect<<01 é)>
(5 DY (e s 1))
=ve{ (o) (1) (07))

1pt 11. Vérification si le sous espace vectoriel F est - il un sous espace vectoriel isotrope.
Soit A un élément de F donc

A=a<(1) _01>, a € R = Q(A) = —2a*,

or

alors
QA) =0 = a=0= A =
donc [ ne contient aucun vecteur isotrope, alors [F est un sous espace vectoriel non isotrope.
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