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|T.D N°1 : Séries numériques|
Exercice 1
1. On considére les deux séries numériques » u, et Y v, ol u, = 2.4%=3 oty, = 4l
n=1 n=0 v2n +1 2

Notons par (S,) et (T,,) les sommes partielles des séries z u, et Z"” respectivement.

n>1 n>0

Ecrire en extension les sommes partielles S;, S3, T2, T4
2. Trouver I'expression du terme général pour les sommes écrites en extension suivantes

5 8 11 14 1_4.,9 _ 16 3.4 _5
Tx2 7 3x3 34 " ax5t 3 9t wm T 2TTt9 dgt

3. Nature des séries suivantes : Zcos—,z (n1+)1n : Z(l + %)n Z(cos%)”2

Exercice 2

1. Déterminer la nature des séries suivantes en utilisant les sommes partielles :

L _ED
(l)z (4}’1—3)(4}’1—}- 1) ’ (2)zln(l * ) (3);’1 I’I' (4); 3”—2 ’(5)2 _’1(27[)”

n>0

2. Calculer les sommes suivantes: (a)z ”+1 , (b)Y = -1 _1 (c)z (d)Zn.zn-l, (e)

n>0 n>0 n>0 ! n>1
Z arctan( )
n+n+1

Indlcatlon (a)z 1 =eB)n*=nn-1)+an (c)n*=nn-1)n-2)+b.n(n—1)+c.na,

n>0

(d) calculer S, — 25, (e) utiliser arctanx — arctany = arctan(—lxii; )

Exercice 3

Considérons la série Z

n>0

1. Montrer que S, =2S,,, + % -2 (Ind :poserpourtout0 <k <n k=((k+1)- 1)

2. En déduire que la série est convergente, de somme égale a 2..

Exercice 4

1. Montrer que si z u, et Z v, sont deux séries a termes positifs convergentes, alors les séries

Y (Jar) et Y o

2. Soit (w,) une suite de réels positifs ou nuls tels que VM € R*,3n, € N,Zw,, > M.
k=0

Montrer que > w, diverge.
k=0



Exercice 5

1. Donner la nature des séries numériques suivantes :

Z (verlfler que 3" = nln3) P r——— (ln 7 pour 1 > €2, Z n' 5 4(—1)"
(S BoR A AR S g

= Son n*+2-—cosn

Exercice 6

Critéres de d’Alembert ou de Cauchy

_ n 1)?
SO @em T an T (355) T 0 2(50y) e -

n>1 n>1 n>1

Exercice 7

1. Etudier la convergence et la convergence absolue des séries suivantes :

1 ! 1M1
Z( ln)n+1, Z(‘/_) ZSIH(n) Z( )Inn

n>1 n>0 n>1

Exercice 8

(_l)n
an+ 1
1. Montrer que la suite (V) définie par V,, = |U, | est décoissante.

Soienta € R** et (U,) la suite définie par: U, =

1
2. Montrer que la série Z U, est semi-convergente. 3.Soit 0 < ¢ < 1. Calculer Iz“"dt et Z(—l)”t“"

n>0 0 n=0
1

: _(_dt =" D" _ =z
4. Montrer que: §>0 Un = Ty o 5. En déduire que: z p—y 1 =1In2 et Z il - 4
n2| 0 n=0 n=0

6. Donner des valeurs approchées de In2 et de 7 a des précisions 103 et 10 respectivement.

Exercice 9

Etude et comportement asymptotique de la série harmonique.

On pose H, = Z % =1+ % + % + % +...+%.On sait d’aprés le cours que 1iIP S, = 40

On veut déterminer un équivalent de H,, a l'infini.

1

1. (Supp) Montrer que pour toutx > 0, on a: T 1

<In(x+1)—Inx < &

2. Posons u, = H,—Innetv, = u,1 —u,.

i. Etudier la nature de la série z v,.  ii. Montrer que la suite (u,) est convergente.

(On notera y sa limite, elle s’appelle "constante d’Euler " et vaut approximativement 0.577).
3. En déduire que H, = Inn+ y + o(1).

Exercice 10
Un étudiant propose la rédaction suivante pour justifier la convergence de la série Z %
n>2
Ona =D - D . Or la série Z (G0 converge d’apreés le critére spécial des séries

Ji+ (D" e ]
alternées. Le theoreme d’équivalence permet donc de conclure la convergence de la série proposée.
Commenter la démonstration proposée.



EXERCICES SUPPLELMENTAIRES

Exercice 11

Déterminer la nature des séries suivantes en utilisant les sommes partielles :

Y o D DT I R CEr i in(21),

D342, D+ ;:11 _3‘/_ , Zarctan(#)

Exercice 12

1. Etudier la nature des series de termes generaux suivants :

ﬂ

1 1 1 smx * %

an = m ’n 2 1’ bn = -+ = l’l = 1 c” = dx n e N (ln( )) X
n3 (2 2n ) ;

d, = (1 - _Zln )nt”,n >1,teR. u,= sm(%n), Up = ( n+ 7 - ,/n).

2. Etudier la convergence des séries suivantes:

2T Zn ey Z’“m( )2 SS(+,:)> =X

n>1 n=1 n>1 2 AdnS —1 >

Z (rermarquer que: n! > 2! Vi >2), > —5~ 1n(n Zln(’h—”“)
nx1

2 _
n=0 ! =1 n“+n-1
3. Déterminer la nature des séries Z U, suivantes:

Uy = —Sm(”Q) Uy =, U, = S0 o G, G
n2 ninn n+1 n+e"
Exercice 13
1. Vérifier que la série Z (_14) est convergente par deux méthodes.
n
2. Trouver une valeur approchée de sa somme S avec une erreur ne dépassant pas 102
Exercice 14
s - | o 2n—1
On considére la série Z u, ol u, = "Gn=1)

n>1
1. Montrer que cette série est a termes positifs.
2. Déterminer lim u,.Peut-on conclure la nature de cette série?

n—>+w

3. Etudier la convergence de la série Z u, en utilisant une comparaison avec une série

nx1

de référence

Exercice 15
. 2
1. Etudier la nature de la série de terme général : u, = —————
n*+3n-+1
Préciser le critére ou la comparaison utilisée.
2. Etudier la nature de la série de terme général : v, = (_ZIJ)F ;1
n

La série est-elle absolument convergente ? Semi-convergente ?



Exercice 16

Soit (V,) une suite des réels et soit (U,) une suite définie par: U, = Vi — Vy

1. Calculer S, = Z Uy
k=0

2. Montrer que la série Z U, et la suite (V,) sont de méme nature.

n=0
3. Application:

i. Montrer que la série z C f D1 est convergente et calculer sa somme.
n>0 :

Indication:n=(n+1)-1
ii. Peut-on conclure la convergence de cette série, en appliquant le critére de D’Alember

Exercice 17

On considére la série Z(—l)”(,/n2 +1 - n)

n>0
1. Montrer qu’elle est convergente. On note S sa somme.
2. Est-elle absolument convergente.

3. Soit S,y la somme des 50 premiers termes de la série.
Majorer I'erreur d’approximation |S—S,, |

Exercice 18
Soit (u,) une suite a termes positifs. Pour tout n € N, on pose
Vp = —Hn_ ety, = —Un
" 1 +u, ! 1+ I/I%

1. Montrer que les séries > u, et > v, sont de méme nature.

2. Montrer que si la série > u, converge alors la série > w, converge.

3. Montrer que si la série > u, diverge et si (u,) est majorée alors la série > w, diverge.
4. Donner un exemple ou la série > u, diverge et la série > w, converge.

Exercice 19

1. Montrer que les deux séries suivantes sont absolument convergentes

1 D"
E etz o

+o n (_l)n—k
e

n=0L_ k=0

2. En déduire que la série

est absolument convergente et déterminer sa valeur.

Exercice 20

On considére les suites réelles (a,) et (b,) définies par :

Vn € N*, a, = =D , by = D +%.

Jn Jn
1. Montrer que les séries numériques Z a, et z b, ne sont pas de méme nature.
n>1 n>1

2. Montrer que les suites (a,) et (b,) sont équivalentes au voisinage de I'infini.
3. Que peut-on conclure ?



Exercice 21

n n .
idé i cosn =\ cosk -
On considére la série Cgi” Notons S, Cgik etT, s121}€k
n=0 k=0 k=0

1. Montrer que que S, +iT, est la somme des termes d’une suite géométrique.

n n . n . n i n PNk

S +il, = cosk , ;N sink _ (cosk+l~smk> _\ e* _ (e_)
= 2 = 2* ; 2 2 = 2" ; 2
2. En déduire que la suite (S, +i7,) _ estconvergente et calculer sa limite.
el -1
[$]=3<1
1 ( i\ nt+l

- T\ ~ 7) __ 1 __2 _ 2

nlffw <S”+ZT”>_,,1£EO 1_ € B 1_ € T 2_ei ~ 2—cosl—isinl
2 2

_ 2(2—cosl +isinl) _ 4—-2cosl+2isinl _ (4—-2cosl)+i(2sinl)

(2 — cos1)? +sin’1 4 —4cos1 + cos?1 + sin’1 5—4cosl

+00
cosk _ 4—2cosl
3) Montrerquekzz(; 2k T S_doosl’

i cosk _ Re((4—20051)+i(25m1)) _ 4-2cosl
2k

5—4cosl ~ 5—4cosl

k=0



