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Chapitre 1

Le corps des réels

1.1 Les modes de raisonnement en mathématiques

Les modes de raisonnement (direct, contraposée, absurde, disjonction de cas et récurrence) sont

des outils fondamentaux en mathématiques pour établir des vérités avec rigueur et logique.

Raisonnement direct

On démontre une implication (P alors }) et on écrit simplement (P = @), en enchainant
directement les étapes logiques a partir de P pour arriver a Q).

Exemple:

Si n est divisible par 4, alors n est pair.

En effet,

n est divisible par 4 équivaut a dire que n = 4k = 2(2k), donc n est pair.

Raisonnement par contraposée

Pour prouver (P alors Q) et on écrit simplement (P = @), il suffit de montrer
((non@) alors (nonP)) ou bien (Q = P).

Exemple:

Soit a € N, si 2 divise a?, alors 2 divise a

En effet,

Contraposée : Si 2 ne divise pas a, alors 2 ne divise pas a?.



2 ne divise pas a équivaut a dire que

a=2k+1, keENsa® =2k + 1) =4k* + 4k +1 = 2(2k* +2k) + 1

d’ou 2 ne divise pas a?.

Raisonnement par I’absurde

On suppose que la proposition a prouver est fausse. Si cela conduit & une contradiction, la
proposition est donc vraie.

Exemple :

Montrons que v/2 n’est pas rationnel.

En effet,

Supposons qu'il soit rationnel : v/2 = % avec p et ¢ entiers premiers entre eux.

V2 = e 2¢% = p?, donc 2 divise p?, d’ou 2 divise p ¢ a d, il existe k € Z, tel que p = 2k.

2¢% = p? & 2¢° = (2k)? & ¢ = 2k?, ainsi 2 divise ¢, d'ou 2 divise g.

Donc GDC(p, q) = 2, qui est une contradiction le faite que p et ¢ entiers premiers entre eux.

Donc /2 est irrationnel. (irrationnel = non rationnel)

Raisonnement par disjonction des cas

On étudie séparément les différents cas possibles et on montre que la propriété est vraie dans
chacun.

Exemple :

Montrons que pour tout entier n, (n? —n) est divisible par 2.

- Cas 1: n est pair, donc n = 2k = n? — n = 4k? — 2k = 2(k* — k).

- Cas 2 : n est impair, donc n =2k +1=n2 —n = (2k + 1) — (2k + 1) = 2(2k% + 2).

Conclusion : Dans les deux cas, la propriété est vérifiée.



Raisonnement par récurrence

Méthode pour prouver qu'une propriété P(n) est vraie pour tout entier n > ng.
Etapes : 1. Initialisation :
Vérifier P(n) est vraic pour n = ng
Etapes : 2 Hérédité :
Supposer P(k) vraie pour k > ng, montrer alors que P(k + 1) est vraie.
Conclusion :P(n) est vraie pour tout n > ny.
Exemple: Montrons que P(n) =142+ ... +n =mn(n+1)/2 pour tout n > 1.
- Initialisation :
Pour n=1,1=1(1+1)/2, vrai.
- Hérédité :
supposons que P(n) est viaipour n=k:1+2+...+k=k(k+1)/2.
Alors pour n =k +1
142+ +k+(k+1)=kk+1)/24+(k+1)=(k+1)(k+2)/2.

Donc la formule est vraie par récurrence.

1.2 Les nombres réels

Notations

e N={0,1,2,3,4,...} est 'ensemble des entiers naturels.
o Z={...,—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4, ...} est U'ensemble des entiers relatifs.

e Q= {% tels que m € Z, n € Z*, m et n sont premier entre eux}

Q est ’ensemble des nombres rationnels.
e Q est ’ensemble des nombres irrationnels tel que Q N Q = (.
e R = QU Q est I'ensemble des nombres réels.

e NCZCQCR



1.2.1 Les nombres décimals

Définition
Un nombre décimal fini est un nombre rationnel de la forme r = T(;L"’ p€E€Z,neN.
Exemple: r = 1.567, p = 0,2626....26, [ = 7,8513513.......
Proposition
Un nombre réel r est rationnel si et seulement si il admet une ecriture décimal finie ou
décimal periodique.

Exercice

1. Ecrire les nombres précédents sous forme rationnels.

2. Montrer que % n’est pas décimal fini

1.2.2 Les nombres irrationnels

Définition

On dit quun nombre est irrationnel s’il ne vérifie pas la propriété des nombres rationnels,
pour cela pour vérifie quun nombre n’est pas rationnel on utilise le raisonnement par
I’absurd pour utiliser la définition des nombres rationnels.

Autrement dit p ¢ Q s’il n’admet pas une écriture décimal finie ou décimal périodique.
e On note 'ensemble des nombres irrationnels par Q tel que QNQ =0 et QUQ = R.

Exemple: Nombres irrationnels
V2 =1.14..., logy 3, 7 = 3.1415......e = 2.71...

Exercice

1. Montrer que les nombres v/2, logy 3 ne sont pas rationnels.

n

¢

2. Soit n € N*, montrer que
n—+

3. Soit n € N, si n n’est pas un carré parfait alors \/n ¢ Q

4. Soit m,m € N, qui ne sont pas des carrés parfaits alors v/n + /m ¢ Q

ot



Proposition

@ est un corps, en effet

1) (Q,+) est un groupe abélien 2) (Q*, x) est un groupe abélien
Vp,q € Q, p+ q € Q (stabilité) Vp,q€Q, pxqgeQ
Vp,q € Q, p+ q = q+ p (commutativité) Vp,ge€Q, pxq=gXxp
0€Q, VpeQ, p+0=p (clément neutre) 1eQ, VpeQ, px1l=p
VpeQ, —peQ, et p+ (—p) =0 (opposé) SipcQ*, alorsp ™t €Q, etpx (p71) =1
Vp,q,r €Q, (p+4q)+1r=p+ (¢g+r). (associativité)) Vp,q,r €Q, (pxq)xr=px(gxr)

3) (La distributivité de la multiplication sur I’addition)

Vp,g,r € Q,px(g+1)=(pxq)+(gxr).
Remarque
Q@ n’est pas un corps, en effet
Soit p=+/2 et g=1/2—1, on a bien p,¢ € Q, mais p—q=1¢ Q.
Propriétés
1)SipcQetgqeQalorsp+q¢Q.
2)SipeQfetgeQalors pxqéQ.

Preuve: Voir TD m

1.2.3 Rappel a ’ordre

Notations

Rt ={z R |z >0}, RT={zeR |z <0},

Rf ={z €R| x>0}, R, ={r €R |z < 0}.
Pour z,y € R on désigne par max(x;y) et min(z;y) les nombres

zsiy <ax ) rsix <y
max(x;y) = , min(z;y) =
ysixz <y ysiy <z



Propriétés

1. Ve,yeR: z<youy <.

2. Ve,y,z€R: o<y <= z+2<y+z.

3. Vr,y€R, V2Rl : 2 <y <= xz<yz.
4. Ve,y eR, VzeR, : <y < zz>yz.
5. Siz,y eRet xy > 0alors ¢ <y <— %2%
6. Siz,yeRety>0alorsz <y < §<1.

7.8Mz,yeRety<Oalorsz <y < Z>1.

<8

8. Sizx<yetad <y alorsaz+a' <y+y'

1.3 La valeur absolue

Définition

On appelle valeur absolue d’un réel x, notée |x|, le nombre réel :

T sixz >0,
=] =

—z siax<O0.
Propriétés
l.VzeR: |z|=0 < z=0.
2. VreR: Va2 =|z| > 0.
3.VeeR, Va>0: |z|<a <= —-a<z<a.
4. Ve eR, Va>0: |z >a <= z>aouz< —a.
5. Ve eR. —|z| <z < |z

6. ¥a,y € R: foy| = |o] Jyl.



7. Vr,y € R: |z +y| <|z|+ |y| (intgalité triangulaire).(démonstration voir TD)
8. Va,y e R: ||z| — |y|| < |z — y|.(démonstration voir TD).

9. 1+ |ay— 1| < (14 |o—1))(1 + |y — 1]). (EXERCICE)

||
1+ |z
OnaVr,y €R, f(z+y) < flz)+ fly).

10. Pour tout 2 € R, on pose f(x) =

. (EXERCICE)

Remarque:

La quantité |x — y| représente la distance entre x et y et |x| est la distance entre z et 0.

1.4 Les intervalles

Définition

On appelle intervalle I de R , vérifiant pour tout « et y dans I et pour tout z € R
si(x<z<y)=(z€l)

Exemple
1. [0,1],] — 00, 2] sont des intervalle.

[ . o o e . 1
2. Z n’est pas un intervalle car pour x = 0 et y = 1 tout deux appartient a Z, mais 0 < 3 <1

ot 3 ¢ Z
Remarque
1. On appelle intervalle [a, b] un intervalle fermé et |a, b[ un intervalle ouvert.
2. {a} = [a, a] est dit singletent.
3. 0 est I'intervalle qui ne contient aucun élément.
Propriété

Soit I1, Is deux intervalle de R, si

NI # 0= I Ul est un intervalle de R



Question A-t-on la réciproque?
Exercice

Soit ’ensemble suivant

A={x R, (x—3)(x+2)>0}N[-4,4]

1. Mettre ’ensemble A sous la forme d’un intervalle de R ou une réunion d’intervalles.

2. Pour quoi ’ensemble A, n’est pas un intervalle?

1.4.1 Voisinage d’un point
Définition

Soit a € R, on dit que V est un voisinage de a si et seulement si il existe € > 0 tel que
la—e,a+e[lCV,

Autrement dit: Un voisinage de a est un intervalle contenant un intervalle ouvert qui
contient a.

Exemple

3,4| est un voisinage de 7. | — g, €[ est un voisinage de 0, |3, 4| n’est pas un voisinage de 3.
= ) = ) p =

1.4.2 Propriété d’Archimeéde
Définition R est Archimedien, si
1. Yz > 0, il existe un n € N*| vérifiant n > x.

2. Ve > 0, il existe un n € N* vérifiant = < ¢

3=

La définition (1) nous permet de définir "la partie entiére", tandis que La définition (2)
sert a prouver des limites.

1.5 La partie entiére

Définition: Soit x un nombre réel. Le plus grand entier inferieur ou égale a = s’appelle la

partie entiere de x on la note par E(z) ou [z].



Autrement dit: Pour tout x € Rona E(z) <z < E(z) +1

2T —_—
y
1T —
F } } € t
3 -2 -1 | 1 2
R —
—y 2+

- courbe représentative de la partie entiére

Exemple
E(r) =3, E(—m) = —4, E(-5) = =5, E(0,1) =0, E(-7,1) = =8, E(2) = 2.
Exercice

Résoudre dans R, les équations et 'inégalité suivantes
3E(x*+20)—4=0, E(@+a)=2acR —1<FEBx) <1

Solution
1) Soit I'équation 3E(2? + 22) —4 = 0 = E(2? + 2z) = 3.
ce qui est impossible car E(.) € Z. donc S = 0.
2) Soit I'équation E(z +a) = 2,a € R.

Puisque 2 € Z, on a

E(r4+a) = 2=2<z+a<2+1

= 2—a<zr<3-—-ua
donc S =1[2—-a,3—a].

3) Soit I'inéquation

—1<E@Bz)<1

10



On a
—1<E@Bz)<1= E(3z)ec{-1,0,1}, car E(3z) € Z

EBr)=-1& -1<3z<-1+1&3zxec[-1,0]
EBz)=020<3z<0+1<3ze0,1]
EBr)=11<3z<1+1s3zell,?2

Ainsi
32€-1,0[U[0,1[UL,2[= [-1,2[ & s e [%1

wl o

|

Propriétés: La partie entiére a les propriétés suivantes.
1. Pourtout z e Rona E(x) <z < E(zx)+1ex—1< E(r) <.
2. Pour tout n € Z on a E(n) = n.
3. Pour tout z € R, et pour tout n € Z ona E(z + n) = E(z) + n. et E(1E(nx)) = E(x).
4. Pour tout z,y € R si « <y alors E(z) < E(y).

5. Pour tout z,y € Ron a E(x +y) = E(z) + E(y) + a, a € {0,1}.

Preuve: (3 Voir TD), (5 éxercice)

1) Pour tout = € R on a
Exz)<z<Ex)+1<0<z-FEx)<le -—ao<-E) <l-z

Ainsi r—1< E(x) <.
2) Pour tout n € Z on a E(n) = n.(< et >)

Pour tout x € R, on sait que
Exz)<z<E(@)+1=En)<n<FE(n)+1<E(n), car n, E(n) € Z.

ce qui veut dire que si n € Z on a E(n) = n.

4) Pour tout z,y € R si <y alors E(x) < E(y).

11



Raisonons par absurde, supposons que E(x) > E(y).

Puisque E(z) ¢t E(y) sont dans Z, on a

E(x) > E(y) = E(x) > E(y)+1 (1)

De plus, pour tout z,y € R, on a

E(x) < < B(x) + Lot B(y) <y < B(y) +1 (2)

De (1) et (2), on a
y<E@)+1<E@) <z

D’ot y < x, qui est une contradiction avec 'hypothése,
Conclusion
Pour tout xz,y € Rsi x <y alors E(z) < E(y). =

1.5.1 Théoréme (Densité)

Théoréme 1.1 Q est dense dans R c.a.d, si x <y; alors Ir € Q, x < r < y.

Preuve: Supposons que z,y € R, telque = < y et soit g = [——] + 1 et p = [¢z]
Yy—x
1 1 1
p=lgglop<qa<pilelc,c 2t 2 L o0 0
q q 9 9 q
De plus
1
q= | +1eq-1=] ]
y—x Yy—x

Ce qui implique que

g—1<

1 1 1 1 1 1
<gs-<y—r——& -<y—-zs<——& -—Far<y<——+z (2
y—x q g—1 ¢ g—1 ¢ g—1

D’ou de (1) et (2), on a

p 1 1
r<=4-<az+-<y
9 9 q

12



Le rationnel recherché est ainsi r = %’ + %. [ ]

Grace a la densité des rationnels Q dans R, on peut approximiser n’importe quel réel aussi

finement qu’on veut par des rationnels.

1.6 Bornes supérieure et borne inférieure

Dans tout ce qui suit, on suppose que E est une partie non vide de R.

Majorant et minorant

e Un élément M € R est un majorant de E si et seulement si Ve € E, © < M.
e Un élémentt m € R est un minorant de E si et seulement si Vo € E, x > m.
Partie majorée, minorée, bornée

1. F est majorée si et seulement si £ admet un majorant.

2. FE est minorée si et seulement si ' admet un minorant.

3. E est bornée si et seulement si E est & la fois majorée et minorée.

Exemple 1.1

1) By ={1,2,3}, 3 est un magjorant, 5 est un majorant, 1 un minorant.
2) By =0,2[, 2 est un majorant, 0 un minorant, —1 un minorant.

3) Es =0, +00], pas de majorant, 0 est un minorant, —3 est un minorant.

4) Eq = {cosz |z € R}, 1 est majorant, —1 est minorant.

e Axiome de la borne supérieure:

Toute partie non vide et majorée de R admet une borne supeérieure.

e Axiome de la borne inférieure:

Toute partie non vide et minorée de R admet une borne inférieure.

Définition 1 (Borne supérieure) Soit E non vide et magjorée.
La borne superieure de FE, noté sup E, est le plus petit des majorants de E.

c,a,dVr € E, v <supFE

13



Définition 2 (Borne inférieure) Soit E non vide et minorée.
La borne inferieure de E, noté inf E, est le plus grand des minorants de FE

c,a,dVr € B, x > inf E.
Minimum et maximum

e M est un mazimum de E (noté max E) si M majore E et M € E.

e m est un minimum de E (noté min E) si m minore F et m € E.

Proposition 3 Soit E une partie non vide et majorée de R .
1. Si max E existe alors sup E = max F.

2. Sisup E € E alors max E existe de plus max 2 = sup F.

Proposition 4 Soit E une partie non vide et minorée de R .
1. Simin E existe alors inf E = min F.

2. Siinf E € FE alors min E existe de plus min £ = inf E.

Proposition 5 Soient A et B deux parties non vides et bornée de R.
1) Si A C B alors (sup A <supB) et (inf B < inf A).

2) sup(A U B) = max{sup A, sup B}

3) inf(AU B) = min{inf A, inf B}.

Preuve: (2 ct 3 Voir TD),

1) A et B deux parties non vides bornéé de R. Montrer que, si

(AC B)= (supA <supB)

Supposons que A C B.

Soit « un élément de A. Alors = est un élément de B.
Or

B est majoré par sup B, donc x < sup(B)

Autrement dit

sup(B) est un majorant de A.

14



Mais sup(A) est le plus petit des majorants de A
donc sup(A) < sup(B). m

1.6.1 Caractérisation de la borne supérieure

Proposition 6 Soit A une partie non vide et majorée de R et M € R. On a :

M magore A, Nz € A, v < M)
M=supA <—

Ve >0 3z € A tel que M — e < x.

1.6.2 Caractérisation de la borne inférieure

Proposition 7 Soit A une partie non vide et minorée de R et m € R. On a :

m minore A, (Vx € A, m < x)
m=inf A

Ve >0 dz € A tel que z < m+ €.

1.6.3 Caractérisation séquentielle des bornes supérieure et inférieure

Proposition 8 {Caractérisation séquentielle de la borne supérieure}
Soit A une partie non vide de R et le réel M = sup A si et seulement si
1) M est un majorant de A.

2) il existe une suite de nombre u,, € A qui converge vers M.

Proposition 9 {Caractérisation séquentielle de la borne inférieure}
Soit A une partie non vide de R et le réel m = inf A si et seulement si
1) m est un minorant de A.

2) il existe une suite de nombre v, € A qui converge vers m.

Exemple 1.2 Soient les sous-ensembles suivants:

A:]U,l[U{ﬂ'},BZ{$€R,1<$§3},C:{ ,n,meN*}.

n—+m

1) Pour chaque ensemble proposé, déterminer (si elles existent) : la borne supérieure, la borne

inférieure, le plus grand élément, le plus petit élément.



2) Pour l’ensemble B, prouver la réponse a laide de la caractérisation.

3) Pour l’ensemble C, prouver la réponse & l'aide de la caractérisation séquentielle

Solution 10
1) Soit A =10,1[u{n},
Posons I =10,1] et J ={n}, on asupl =1 etsupJ =7

Donc d’aprés la (Proposition 5 ligne 3), sup(I U J) = max{sup I,sup J}, on a

sup A =sup(]0,1[U{n}) = max{l, 7} ==

et puisque sup A € A alors max A =sup A = 7.
De meme infI =0 etinfJ=mn

Done d’aprés la (Proposition 5, ligne 4) inf(I U .J) = min{inf I,inf J}, on a

inf A =1inf(]0,1{U {7}) = min{0,7} =0

et puisque inf A ¢ A alors min A = 3.

2) Soit B ={zx € R,1 <z <3}

Il est clair que B # 0, car 3 € B, de plusVx € B on a1l < x <3, donc B est majoré par 3 et
minoré par 1, donc la borne supérirure et inferieure existent.

a) Montrons que sup B =3

On aVx € B, x < 3 donc 3 est un majorant de B, ainsisup B < 3. Mais 3 € B, donc 3 < sup B
ainst 3 = sup B.

Puisque 3 € B, sup B = max B = 3.

b) Montrons que inf B = 1.

Vo € B, 1 < (vérifier)
l=infB <

Ve>03dzr e B tel quex <1+ ¢.

Maintenant montrons qu’il éxiste x € B tel que x < 1+ €.
On a deux cas

Sie>2, doncVer € B, x <1l+4¢

16



§10 < e <2 il suffit de prendre x =1+ § pour que © <1+ ¢, en effet

0<g<€<2®1<1+%<1+€<3

Puisque 1 ¢ B, min B = 3.
3) SoitCZ{ n n,mEN*}.

n4+m?’

C n’est pas vide car % eC, (n=1,m=1).
En plus C est bornée, en effet

VnmeN*onal<n<m+ndoul< =" <1.

m-+n

Donec C est majorée par 1 et minorée par 0, ce qui veut dire que les bornes sup et inf existent.
Maintenant a l’aide de la caractérisation séquentielle des bornes supérieure et inférieure,

montrons que supC' = 1,inf C' = 0.

1 majore B, Vx € C, = <1)
1l=supC <=

il existe une suite (ug) € C, tel que up — 1.

On a vue que C est majorée par 1.
Pour construire une suite de C qui tend vers 1, on prend m =1 et n = k.
Ainsi uy, = k_-’il € C et up— 1.

montrons que inf C' = 0.

0 minore C,(Vz € C, © > 0)
0=infC <=

il existe une suite (uy) € C, tel que up — 0.

On a vue que C est minorée par 0.

Pour construire une suite de C qui tend vers 0, on prend m =k et n = 1.
. - o 1

Ainsi uy, = 7 €C et up — 0.

Puisque supC' ¢ C' donc max C n’existe pas de meme pour min C' n’existe pas.

17



1.7 Exercices

Exercice 1

Soient r1 = 0,2023, r2 = 0,20232023...2023 (n fois) et r3 = 0,20232023...

(une infinité de fois).

1) Ecrire les nombres r1, r2, T3 sous la forme rationnelle.

2) Montrer que si a? est un multiple de 2, alors a est un multiple de 2.

3) On rappelle que V2.3,V5 ¢ Q. Montrer alors par l'absurde que

V2 + 3+ 5 est irrationnel.

4) Sachant que 7 est irrationnel, démontrer que (%) est irrationnel.

5) Sachant que \/2 est irrationnel

a) Montrer que a = 6 + 4v/2 et b = 6 — 4v/2 sont irrationels.

b) Calculer (v/a + v/b)? puis montrer que (y/a + v/b) est rationnel.

6) Montrer que sin est un nombre premier alors \/n est irrationnel.

7) Montrer que ¥(p,q) €N, p£q: (Vi+ i) £ Q= (VB— @) £ Q
n ¢ Q.

n+ 2
9) Soit n € N, sin n'est pas un carré parfait alors \/n ¢ Q.

8) Soit n € N* montrer que

10) Soit n,m € N, qui ne sont pas des carrés parfaits alors
VAV EQ.

11) Montrer que six € Q ety ¢ Q alors x +y ¢ Q.

12) Montrer que si x € Q* ety ¢ Q alors x x y ¢ Q.

Exercice 2
1) Résoudre dans R: |z — 2| + |z — 3| = 3, puis [22% — 1| < |z + 1

2) Soient x ety deux réels, montrer que:

a) 2|+ |yl <z +yl+ |z —yl.
b) Loy — 1 < (L4 [z = 1) (1 + |y — 1))
¢) ] = Iyl < |z =yl < [2] + |yl
||
d) Pour tout x € R, on pose f(x)= .

Montrer que Va,y € R, f(z+y) < f(x) + f(y).
Exercice 3
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1) Résoudre dans R

20+ 1

E
( 3

)—2 = 0, FE(x+a)=2acR  3B(*+2z)—4=0,

v

1, —1<E@Bz)<1, FE@) +|z-1|=zx,

2) Montrer que ¥n € N*, on a E(x +n) = E(z) +n puis E(E(nx)) = E(x).

3) Soient x,y € R, montrer que
E(x)+E(y) < E(x+y) puis E(x +y) < E(x) + E(y) + L.

4) Montrer que ¥p € Z on a E(p) + E(—p) = 0.
5) Montrer que ¥p € R\Z, on a E(p) + E(—p) +1 = 0.

Exercice 4
1) Donner la définition d’un intervalle I C R.

2) Soit les sous-ensembles suivants:
1
A={zeR, 2?2 <1}, B={zeR,(z=3)(x+2)>0}N[-4,4], C={zreR* —>2}.
x

a) Mettre ces ensembles sous la forme d’un intervalle de R ou

une réunion d’intervalles.

b) Pour quoi l'ensemble B, n’est pas un intervalle?

¢) Déterminer les majorants, les minorants, la borne supérieure et la borne inférieure dans R
(si elles éxistes), et préciser s’il y a un

mazimum et un minimum.

Exercice 5 Soient les sous-ensembles sutvants:

ATl er gl g3 L enl o ooy L L ew
T+ 2 n+ 2 n2

D=<2-— o ,neNy FE= (=1) —|—(_1) +2,nGN
n-+4 n—+1 3

1) Pour les ensembles (A, B, C,D et E), Déterminer (s’ils existent) : les majorants, les

19



minorants, la borne supérieure, la borne inférieure, le plus grand élément, le plus petit élément.

2) A Uaide de la caractérisation des bornes supérieure et inférieure, montrer que
sup(]0,2]) =2, inf(]0,2]) =0, supB = 2 infB=1

3) Meme question pour l'ensemble D.

Exercice 6 Soient les sous ensembles swivants:

1

x—1

2 11
A= ;L'ER,0<:L'§2,B:{S——,nEN*},C’: ,x>2}, D={-+-; p,geN*
( ) = { R )

1) Pour chaque ensemble proposé, déterminer (si elles existent) : la borne supérieure, la borne
inférieure, le plus grand élément, le plus petit élément.
2) Pour les ensembles (A,B,C),justification & laide de la caractérisation ” €7,

3) Pour l’ensemble D, justification o l'aide de la caractérisation séquentielle.

Exercice 7 Soient les sous-ensembles sutvants:

__n _ _[=D" 43 .
A—{m,REN},B—AU{T(},C—{ " ,nEN},

D={zeR |z—-[2-m)] <3}, E=1{0,25;0,2525;...;0,252525...}

1) Déterminer (si elles existent): les bornes supéricures et inférieures, Justifier.
2) Les ensembles posséde-t-elles un mazximum, un minimum? Justifier

3 Montrer que l’ensemble B n’est pas un intervalle de R.

Exercice 8
1) Résoudre dans R I'équation, E(|z+ 3|) = 1.
ot E(.) désigne la partie entiére d’un réel telle que E(.) € Z et | . | € RT.
2) Soit
I={zeR, (x—-3)(z+2)>0}n[-4,5[.

a) Montrer que I est la réunion de deuz intervalles.

b) Déterminer (s’ils existent) : les magjorants, les minorants, la borne supérieure, la borne
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inférieure, le maximum et le minimum de 1.

1.8 Corrigée de quelques exercices

Exercice 1

3) Supposons par I'absurde qu’il existe 7 € Q, tel que v/2 + /5 = 7.

V2+Vo=reV2=r—Vie (V2) =1 +5-2r/5

2

243

oG ; € Q. Absurde.
T

Conclusion

V2++v5¢ Q.

5) Sachons que le nombre v/2 est irrationnel.

1. (a) Procédons par I'absurde et supposons que
a=6+4v/2€Qet f—4V2€Q

on a

=)

a=06+4v2 N V2 = e
f=6-4V2 V2 =5

Comme Q est un corps, et puisque o € Q et 8 € Q,

AT
I

alors

(=)

a—6€Q= %
6-—8eQ= %

€Q
€Q

|
s

ce qui est une contardiction car /2 est irrationnel.

Alors a = 6 + 4/2 et 8 =6— 4+/2 sont irrationnels.

(b) Montrer que le nombre y/a + /3 est rationnel.

(Wa+ B =a+B+2/af=6+4V2+6—-4V2+4=16

21



Comme /a+ /B> 0on aa+ /B =4.

10) 11 s’agit de démontrer que si: r€Qety ¢ Qalorsz+y ¢ Q.
Supposons par l'absurde qu’il existe
r€QetyéQtelsquez+y=reqQ.
D’ou y = r — z. Comme Q est un corps

reQetazeQ= (r—x) Q.

Donc y € Q. Absurde, car y ¢ Q et (QNQ= 0).
Exercice 2
2) a) 1l s’agit de démontrer que lz| + |y| < |z +y|+ |z —y]

On sait que pour z,y € R, on a
20 =2z =z +y+az—y| <|lz+y|+|z—y|.

2yl =2yl =yt +y—a| <|oty|+|z—y|

Ainsi

2|2| + 20yl < 2|z +y| + 2]z —y|

d’ou

2| + [yl < |z +y|+ |z —y|

Exercice 3
3) Pour xz,y € R, on a
E(x) <z < E(x)+ 1.

E(y) <y < E(y) + 1.
Ainsi

E@@)+E{y)<z+y. ()
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D’autre part
E(x+y)<az+y<E(@x+y)+1 (%)

De (*) et (**) on a

E(z) + E(y) < E(x+y) + 1.

Puis que E(x), E(y), E(x +y) € Z, alors on a

E(x) + E(y) < E(x +y).

Exercice 8

1) Par la définition de la partie entiére d’un réel, on a

E(lr+3]) =1l 1<|z+3| <2 (*

Sizx+3>0,iex> -3, alors :

Mel<r+3<2«= -2<z<-1.

Ainsi z > -3 et —2<xz < —1. D'oux € [-2,—1].

Six+3<0,iex< -3, alors:

e -2<zr+3< -1 -5<e< -4

Ainsi < -3 et —5 <2 < —4. D'ou x € |—5, —4].
Conclusion

E(lr+3)) =1 xe]-5,—4U[-2,-1].

I={z€eR, (z—3)(x+2) >0} N[-4,5]

a) Montrer que [ est la réunion de deux intervalles
(x=3)(x+2)>0si (r €|—00,—2]U[3,+00]),
Donc I = (]—o0,—2] U [3,400[) N [—4, 5[
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Conclusion I = [—4,—2] U [3,5]
b) Déterminer (s’ils existent) : les majorants, les minorants, la borne supérieure, la borne
inférieure, le maximum et le minimum de I.
- L’ensemble des majorants de I sont [5, 400
- L’ensemble des minorants de I sont | — oo, —4].
- La borne supérieure de I est 5.
- La borne inférieure de I est —4.

- Le maximum n’existe pas. et le minimum de I est —4.
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