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Exercice 1.

Soient a, b € R avec a < b, Bgr la tribu de Borel sur R. Montrer que les ensembles
suivants sont des éléments de Bp :

la,+o<[, Ja,b], {a}, [a,+o0[, [a,b], ]a,b[, [a,b], ]—o00,b, N, Z.

Exercice 2. (Formule d’Euler)

On fixe n > 1 et on choisit dans {1,2,...,n} un nombre d’une maniere équiprobable.
Si p <n on note A, :"le nombre choisi est divisible par p”.

(1) Calculer P(A,) lorsque p est un diviseur de n.

(2) Sip1, p2,..., pr sont des diviseur premier deux a deux distincts de n, montrer que
les événements associés (A;)1<i<k sont indépendants.
<i<k p

(3) On appelle indicateur d’Euler, que I'on note ¢(n), le nombre d’entiers strictement
inférieurs & n et premiers avec n. Montrer que 1’on a :

w(n) 1
L Nl | | 1_ =
p premier, p\n

N. B. p\n : p divise n.

Exercice 3.

Soient {A;,,n > 1} une suite d’événements indépendants.

(1) Vérifier par trois méthodes difféentes que e”* > 1 — x pour tout = > 0.

(2) En déduire que pour 1 <n <m :

P(() Ar ) < e~ SHonPln),

k=n
(3) Montrer que
ZIP’(An) = 400 = P(limsup 4,) = 1.

n>1 n—4o00
1



(4) Quelles sont les valeurs possibles de
IP(lim sup An) .

n—+400

Exercice 4.

Soit (Xy)n>1 une suite de v. a. r. Montrer que sup,,»; Xp, inf,>1 Xy, limsup,, ., X,
lim inf, - X, et lim, - X,, sont des v. a. r.

Exercice 5.
Soient X une variable aléatoire réelle.
(1) Montrer que si E(|X|) < oo, alors zP(|X| > z) = o(1), lorque x — oo.

(2) Pour cette question on suppose que X est positive et que E(X) < oo, montrer que

E(X) = /+OO P(X > t)dt.
(3) En déduire que si E(|X|P) < o0 pou(l p > 1, alors
E(|X[P) = p /Om tPIP(1X| > t)dt.
(4) Trouver un encadrement pour )~ P(|X| > k), en fonction de E(|.X]).

Exercice 6.
Soit X une variable aléatoire réelle discete a valeurs dans N avec E(X) < occ.
(1) Exprimer P(X = k) en fonction de P(X > k) et de P(X =k +1).
(2) Montrer que
Vn>1, > kP(X =k)=> P(X >k)—nP(X >n+1).
k=1 k=1
(3) En déduire E(X).



