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|T.D N°1 : Notions topologiques dans R”

Exercice 1

Soient (E,d) un espace métrique, X un ensemble quelconque et / une application de X dans F
injective.
Montrer que 6(x,y) = d(fix),f(y)) est une distance dans X.

Exercice 2

Soita > 0. On pose pour tout (x,y) € R2,[[(x,») |, = Jax? +)?

1. Montrer que ||. ||, est une norme de R?.

2. Faites une représentation de la boule B(0g:, 1) dans R* pour la norme ||. || .

3. Montrer que la norme ||. ||, et la norme euclidienne ||. ||, de R? sont équivalentes.

Exercice 3

Considérons l'application d : R x R — R*
(x,y) = dlx,y) = e™ —e7|
Montrer que d est une distance qui n’est induite par aucune norme de R.

Exercice 4

Un produit scalaire sur R” est une application de R” x R” dans R définie par
VX = (X1,X2,...,%0), ¥ = V1,V2,...,Vn) € R”
Xy =< Xx,y >= Zx,-y,»
i=1

1. Vérifier que, Vx, y € R",Va,f € R :

i <x,y>=<yx> ii.<ax+fy,z>a<xz>+f<y,z>

. <x,x>20 w.<xx>=0=>x=0

2. Montrer que : Vx € R”, |lx], =< x,x >7 ol |. 1/, estla norme euclidienne sur R".
3. Montrer que (Inégalité de Cauchy-Schwartz)

n 2 n n
<x,y>r <(<xx>)(<yy>)ie (Zx,-y,») < (Zx?) (Zy?)
i=1 i=1 i=1

4. Montrer les identités suivantes :

<xy>= £ (lx+yl13 -k -»13)

e+ 203 + e =15 = 2(Ix 3 + 1y113)

Exercice 5 (Supp)

On définit sur R? les normes suivantes
Ni@x,y) = 1), = x|+l



Na(x,y) = 1)l = yx* +y?

Noo(x,y) = |6 )l = max(|x[,[y])

1. Montrer que
V(x,y) € R? : No(x,y) < Na(x,y) < Ni(x,y) < 2No(x, ).
2. En déduire que les trois normes sont équivalentes deux a deux.

Exercice 6

Soit x = (x1,x2,...,x,) € R”. On pose

1
n n 2
Ity = D el llxll, = <Z|xi|2> et |x],, =max (|x:]).
i=1 i=1

1<i<n

1. Montrer que ||. ||, est une norme sur R”.
2. Montrer que pour tout x € R”
Ixll, < lxll, < lxlly < nllxll, et xll, < Jnllx],
Discuterlecas n = 1
3. Représenter dans R? la boule unité fermée
B={(xy) e R*: ()] <1}

par chacune des normes ||x|,, [|lx] et [[x].

Exercice 7

Soit E I'espace vectoriel des fonctions continues sur [0, 1] a valeurs dans R.
On considére les deux normes définies sur E par :

1
A1, = [If)ldx et IIf1l,, = sup [fix)l.
0 xe[0,1]
1. Montrer que Vf € E,|/f1l, < Il
2. On considére la suite de fonctions f,(x) = x” pour x € [0,1].
a. Calculer ||f, |, et [Ifull .-
b. On déduire que ces deux normes ne sont pas équivalentes.

Exercice 8

Soit I'espace vectoriel R”.
1. Soient p,g € ]1,+o0[ tels que % + % = 1. Montrer que Vs,t > 0

st< Loy Ly

p q
1,1y P q
st ps+qt = s+t

2. Pour tout n € N* et pour tout (x1,x2,...,x,) € R”, on pose
1
n p '
<Z|xi|p> Sil <p<+4mw
I, = =
max (|x;|) sip = +o©

1<i<n

= 1.

Soient p,q € ]1,+[ tels que % + %



Montrer que Vx = (x1,x2,...,X1), Vv = (V1,V2,...,Vn) € R".

n
pRAY
i=1

b 1

< (ilml”) (ibﬂq) q (Inégalité de Holder)
i=1 i=1

a.

1 1 1

b. <Z|x,»+ y,»|P> "< <i|x,-|p> . (me)q (Inégalité de Minkowski)
i=1 i=1 i=1

Exercice 9

Soit ||. || une norme sur I'espace vectoriel normé R”.
1. Montrer que Vx, y € R”, on a l'inégalité :
Hlxll = Iy liT < llx =y
2. Déduire que si une suite de vecteurs x; € R” converge dans I'espace dans I'espace vectoriel

normeé (R”, . |), alors lim |xt|| =

k—+o0

lim x k
k—+0

3. Soient x; et y, deux suites vectoriels de R”.
Montrer que lim x; = a € R" et lim |xx—y«| = 0 alorslim x; = a.

k—+0 k—+0 k—+0




