Université Abou Bekr Belkaid - Tlemcen Année universitaire: 2025 - 2026
Faculté des sciences Module: Analyse 3
Département de mathématiques L2 Mathématiques

}M

&

T.D N°2 : Suites et séries de fonctions

Exercice 1

Etudier la convergence simple des suites des fonctions suivantes :

_( x*+n )n _ 1 _
Slx) (2)(2 +n/’ &) L+x2+x*+ w2’ hnlx) = x2n +x” +1° nlx) = +x2"
Exercice 2
i . N —s nx *
Soit £, : [0,+o][ R, x oo™ € N*.
(1) Calculer fix) =lim f,(x). (2) fest-elle continue sur R*?

n—>+0

(3) A-t-on la convergence uniforme sur R* ?
(4) Posons I = [a,+x[ ou a > 0.
(i) Calculer lim sup [f,(x) — fix)|.

00
n—+ xel

(i1) f» converge -t-elle uniformément sur 7 ?

Exercice 3
Déterminer
lim
o0 .[ n +x
Exercice 4
Soit f, ¢ [0,4o0[ — R, x > ABEED 5
n

+o0
(1) Etudier la convergence simple de la série de fonctions )’ ,(x). On note S(x) = Y _ fu(x)

n>1 n=1
(2) Montrer que S est de classe C? sur [0,+oo[ et exprimer pour tout x € [0,+0o[ S’ (x) et §” (x)
sous formes de sommes de séries.
(3) En déduire que S est strictement croissante sur [0,+x[ et que S est concave sur [0, +o0].

Exercice 5

On considére la série de fonction D" f,(x) ol f,(x) = ‘3";—3’”

nx1
(1) Déterminer le domaine de convergence de cette série.
(2) Montrer que fix) = Zf,,(x) est une fonction continue sur son domaine de convergence.

n>1

% _ (_1)”
(3) Montrer que if(x)dx = ; o

(4) Montrer que Vx e R, f'(x) = =) sizznx

n>1



Exercice 6

Soit la série de fonctions de terme général : u,(x) = (_nlx) , x € R*,

(1) Déterminer le domaine de convergence absolue de cette série.
(2) Montrer que la série Z un(x) est convergente sur R**.
nx1

(3) Déterminer sup |u,(x)| ou I = [a,+o[ eta > 1.

xel

4) Z u,(x) est-elle uniformément convergente sur /.

n>1

Exercice 7

1) Montrer que la série X converge simplement sur R* et que sa somme et continue,
n? + x?2
n>1

mais que la convergence n’est pas uniforme sur R*.

(2) Montrer que la série Z 1" 3 iixz converge uniformément sur R* mais que la convergence
n>1

n’est pas normale sur R*.

Exercices supplémentaires
Exercice 1

Soit f,(x) = x"(1 —=x), x € [0,1],n > 1.

(1) Montrer que (f,) converge uniformément sur [0, 1].
1

(2) Calculer sans intégration lim Ix”(l — x)dx.
0

n—>+%

Exercice 2

Etudier la convergence uniforme sur R, de la suite de fonctions définie par :

_ 1 —nx?
fulx) = LR neN.

Exercice 3

On consideére la suite de fonctions f;(x) = xe™ ol x € R.
(1) Montrer que la suite de fonctions (f,,) converge uniformément sur R.
(2) Pour tout réel x € R, comparer les quantités i( lim f,,(x)) et lim d%(ﬁ,(x)).

dx \>te0 n—>+00

(3) Que peu-t-on dire sur laconverge uniforme de la suite de fonctions dérivées (f;(x))?

Exercice 4

Sur [0, 1], on définit les deux suites de fonctions (f,,) et (g,) par les expressions :

fo(x) = (x(1 =x))" +x et g,(x) = (1 —x)" +x

(1) Etudier la convergence simple des suites des fonctions (f,) et (g,).

(2) Montrer que la suite de fonctions (f,,) converge uniformément sur [0, 1].

(3) Montrer que V a € ]0,1[, la suite de fonctions (g,) converge uniformément sur [a,1].
(4) La suite de fonctions (g,) converge-t-elle uniformément sur [0, 1]?

Exercice 5

Trouver le domaine de convergence simple des séries de fonctions suivantes :

i 4n
Z(ln(x))”,z sh(lnx) ’zl Slrj/(ﬁnX) 52 1 :C_x2n :

n=>1 n>1 n>1




Exercice 6

E;Oitf;(X) = zj—:?gs7r, X € [R,?Z e N.

(1) Etudier la convergence simple de la la série de fonctions Zf,,(x).

n>0

(2) Soit S(x) = f“fn(x). Calculer S(x).
n=1

(3) Montrer que la série an(x) ne converge pas uniformément sur [0, +oo].

n>0

Exercice 7

Considérons la suite de fonctions f,,(x) = x € Rt,n e N*.

X
n(n+x)’
(1) Montrer que la série de fonctions an(x) converge simplement sur R*.

n>1

(2) Montre que Va > 0, la série de fonctions an(x) converge normalement sur [0,a].

nx1

(3) A-t-on la convergence normale sur R*?

(4) Etudier la continuité de /= >/, sur R*.

n=1

Exercice 8

sin(7nx)
03

(1) Etudier la convergence simple et la convergence normale de la série Zf,,(x) sur R.

n>1

On considére la suite de fonctions f,(x) =

,x € Rn e N*,

(2) En déduire que f = an est continue sur R.

n=1
(3) Etudier la convergence normale de la série Zf;(x) sur R.
n>1

(4) En déduire que fest dérivable sur R et donner /' sous forme d’une série.

Exercice 9

Soit la suite de fonctions (u,),., définie par u,(x) = (—1)”ln(1 + 4) pourx >0etn > 1.

n(l +x)
(1) Montrer que la série Z u,(x) converge simplement sur R*.
n>1
(2) Montrer que la série Z un(x) converge uniformément sur R,
nx1

(3) La convergence est-elle normale sur R*?



