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Théoréme 4.5.25 (inversion d’une fonction) Une fonction f continue et
strictement monotone d’un intervalle I de R dans R est bijective de I dans
f(I) et sa fonction réciproque =1 : f(I) — I emiste , elle est continue et suit
la monotonie de f.

Preuve :

f est surjective de I sur f(I), et comme f est strictement monotone alors f est
injective donc bijective sur f(I), alors f~lexiste et elle suit la monotonie de f;
en effet, on suppose que f est strictement croissante et soient y1,y> € f(I); tel
que y; < 1o, alors

nAye= ") £ (),

car f~! est injective aussi; d’oll
w1, 20 € 1; tels que f71 (1) = 1, f7 (1) = 2

donc x1 # x5 . On suppose par 'absurde que w7 > x5 alors comme f est strictement
croissante f (x1) > f(x2), ce qui est absurde car y; < yo, donc

vy <ap e [T () < f (),

d’ott f~! est strictement croissante.
Comme f est continue sur I alors f (1) est un intervalle, or f~! existe d’ou
f7Y(f(I)) = I est un intervalle donc f~! est continue.

O
4.6 Fonctions trigonométriques inverses
4.6.1 Fonction arcsin
f: [—%75] — [_171]
x —  f(v) =sinz
[ est continue, strictement croissante sur [—%, 7], alors f est bijective et donc

/1 existe, est continue et strictement croissante, et on a

f([-5.53]) =1-1,1] et

=11 = [
y = [y

arcsiny = x - sinz =y
~1<y<1 —1<p<1I

_ s
72

arcsin y

| ol

d’ou on a :

voir figure 4.1.
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4.6.2 Fonction arccos

f: [0,x] — [—1,1]
r = f(r)=-cosx

f est continue, strictement décroissante sur [0, 7], alors f est bijective et donc
f~! existe, est continue et strictement décroissante et on a

F(0.7]) = [=1,1] et

f_l : [_17 1] - [07 7T]
y — [l (y) = arccosy

arccosy = o cosT =1y
—1<y<1 0<z<rm

d’ou on a :

voir figure 4.2.

4.6.3 Fonction arctan

f: ]—%,%[ — J—00,+oo]
x = f(2) =tanx = 522
f est continue, strictement croissante sur |—Z, 2, alors f est bijective et donc

f~1 existe, est continue et strictement croissante et on a
f(]=3,5[) = ]—o0, +oo[ et

]

f_1: ]-OC,—FOO[ -

1-5.5(
y = ()

arctan y

[l
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d’ou on a :
arctany = x N tanz =y
yeR —5<T<3g

voir figure 4.3.

2 "
" (tan)
05 (arctan)
FIGURE 4.3
4.6.4 Fonction arccot
f:0,n] — |—00, +09]
t = f(r)=cotw =22
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f est continue, strictement décroissante sur 0, 7, alors f est bijective et donc
f~1 existe, est continue et strictement croissante et on a
f (]07 ﬂ-[) = ]_007 —I—OC[ et

7t J-oo, oo — 10, 7|
y = Ty )—arccoty

arccoty = x N cotx =1y
yeR O<ax<m

d’ot on a :

voir figure 4.4.

(arccot)

-2 -1 1

=2

FIGURE 4.4

Propriétés 12 :Vz € [-1,1]; arcsinx 4 arccosx =

Remarques :
1. Sit € [-Z,Z] alors (sint = x) < (arcsinz = t)
Sinon
o, t = arcsinx + 2k _
(sint =2) & { t = (m — arcsinx) + 2k ke Z
2. Sit e [0, 7] alors (cost = x) < (arccosx = t)
Sinon
B t = arccosx + 2km
(cost =) & { t = —arccosx + 2km k ez
3. Site|-Z,2 alors (tant = x) < (arctanw = t)
Sinon

(tant = z) & t = arctanx + km; k € Z

4. Sit €10, 7] alors (cott = x) < (arccot x = t)
Sinon
(cott =x) & t = arccotx + km: k € Z.
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4.7 Fonctions élémentaires

4.7.1 Fonction exponentielle

Définition 4.7.1 La fonction exponentielle (népérienne), notée exp est l'unique
fonction dérivable sur R, égale a sa dérivée et vérifiant : exp(0) = 1.

Propriétés 13 1. Vx € R: exp(z) > 0.
2. Va,y € R: exp(x + y) = exp(x) exp(y).
3. Notation d’Euler : On pose exp(x) = €% ; ot ! = e ~ 2.718, d’ou

Ve,yeR:e®W=c%¥ e =L V=5 ()" =™ neN.

4. La fonction exp est strictement croissante sur R.

e =¢eY Sr=y.

e’ <el Sr<y.

6. La fonction x +— e est une bijection de R dans R*.

. Vx,yE]R:{

Quelques limites de référence :

1. lim =0, lim e® = +oo,lim&=L =1
x—0 T

Y
Tr——00 T—+00

. T .
2. lim £ = +oo, lim z"e® =0, pour tout n € N.
T—+00 T——00

4.7.2 Fonction logarithme népérien

Définition 4.7.2 On appelle fonction logarithme népérien notée In; la fonction
réciproque de la fonction exponentielle, définie de |0, +o00| sur R telle que

Ve>0:x=¢<y=Inux.

Remarque : Les graphes de la fonction logarithme népérien et de la fonction
exponentielle sont symétriques par rapport a la premiere bissectrice i.e la droite
d’équation y = x, voir figure 4.5.

Propriétés 14 I.In1=0,Ine=1.
2. Vo €R:Ine® = et Vo €10, +oo[ : e = .
3. La fonction In est strictement croissante sur |0, 400 .
4. Yo,y €10,400[: Inz=Iny & x=y.
5. Va,y €1]0,4+00] : In(xy) =Inx + Iny.
6. Vo,y €]0,400] : In (1_1/) = —Iny; In (%) =Inzx—1Iny
7. VYx €10,+00[,Yn € N: Inaz" = nlnx.
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FiGURE 4.5 — Graphes des fonction exponentielle et logarithme népérien

Quelques limites de référence :

1. lim Inz = —oc0, lim Inz = +oc, lim e+ _ 4
z—0 T

z—0t T—+00 ’

2. lim 2 =0, lim z"Inz =0, pour tout n € N.
x—+00 T——00

4.7.3 Fonction logarithme de base quelconque

Définition 4.7.3 Soit a un réel strictement positif et différent de 1, on appelle
fonction logarithme de base a; la fonction réelle notée log, et définie sur |0, +oo]

par

Inzx
T log, v = —
Ina

ot In est le logarithme népérien.

Pour a = e, on retrouve le cas particulier de la fonction logarithme népérien In,
car lne = 1.

Si a = 10, alors la fonction logarithme de base 10 est appelée fonction logarithme
décimal, notée log ou In 10 ~ 2, 302, elle est utilisée en chimie.

On a également un autre logarithme utilisé souvent en informatique, c’est le
logarithme en base 2 ol log, x = 2.
Propriétés 15 Soient a et b deux réels strictement positifs et différents de 1, on

a

1. log,1=0,log,a =1, log1 = —log, .
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2.
log, © = % log, x; Va > 0.

En particulier pour a = e et b=10; on aInx =1n10log .
3. VYa,y €10, +00[ : log, x =log,y < x=y.
4. Yx,y €0, 400[ : log, (vy) = log, x + log, y.
5. Y,y €10, +00] : log, (?l/) = —log, y; log, (%) =log, » — log, ¥
6. Vx €0, +o0o[,Vn € N : log, (z™) = nlog, x.
7. La fonction log, est strictement croissante sur |0, +oo[ pour a > 1 et stricte-

ment décroissante sur |0, +oo| pour 0 < a < 1.

4.7.4 Fonction puissance

Définition 4.7.4 Soient a un réel strictement positif et différent de 1 et x un réel
quelconque, la fonction a puissance x ou fonction erponentielle de base a est la

fonction notée a® et définie par

a’m _ 6a:lna7

c’est la fonction réciproque de la fonction log, (logarithme de base a).
Propriétés 16 Soient a et b deux réels strictement positifs, x ety deux réels quel-
conques :

1. a®* > 0; Ina” = zlna.
1P =1, ¢V =d%a¥, a7t =L, T =2

2 T ) am *
3. (ab)* = a*b* , (a®)¥ = a™.
4

. La fonction exponentielle de base a est strictement croissante sur R pour a > 1
et strictement décroissante sur R pour 0 < a < 1.

5. 1l emiste aussi la fonction définie par x® pour a € R7.

4.8 Fonctions hyperboliques et leurs inverses

4.8.1 Fonction cosinus hyperbolique

f: 0,400 — 1, +o0|
x = f () = chy = £1&=

D; =R, f est paire.
f est continue et strictement croissante sur [0, +oo[ alors f~! existe et est conti-
nue et strictement croissante et on a f ([0, +oo[) = [1, +oo] et

f7 [Li4ool = [0,400]
Y —  f1(y) = arg chy (argument cosinus hyperbolique)
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argchy = x chr =y
( 1<y >¢’< 09)

d’ot on a :

voir figure 4.6

(ch)

(argch)

FIGURE 4.6

4.8.2 Fonction sinus hyperbolique

fi =00, o0 — ] =00, +00]
x — [ () = sha = <=£—
D; =R, f est impaire.
/ est continue et strictement croissante sur |—oo, +oo| alors f~lexiste et est
continue et strictement croissante et on a f (]—oo, +00[) = |—oc, 400 et

ft: =00, +o0]
Y

| —00, +00]
/7 (y) = arg shy (argument cosinus hyperbolique)

arg shy = o o shx =y
yeR reR

d’ou on a :

voir figure 4.7
4.8.3 Fonction tangente hyperbolique

f ]_OO,+OO[ - ]_17+1[
’ = f(2) = the = 75

ev+e %
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(sh) Jy==w

(argsh)

FiGURrE 4.7

Dy =R, f est impaire.
f est continue et strictement croissante sur |—oo, +-o00[ alors f~'existe et est

continue et strictement croissante et on a f (]—oo, +o00[) =]—1,+1[ et
7t ]=1,41 — ]-o0,+
y — [~ (y) = argthy (argument cosinus hyperbolique)

d’ot on a :
argthy = x o thx =y
-l<y<l1 reR

voir figure 4.8
4.8.4 Fonction cotangente hyperbolique

fo 10,400 — J1,+o0]
x —  f(z)=cothx =

_ efte®

1
thx et —e 7
D; = R*, f est impaire.
f est continue et strictement décroissante sur |0, +oo| alors f~lexiste et est
continue et strictement décroissante et on a f (]0, +o0[) = |1, +o0[ et

fHe 1, o]
d’ou on a :

argcothy = o cothz =y
=
y>1 x>0

voir figure 4.9
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argth)

(th)

FIGURE 4.8

Propriétés 17 1. chx + shx = €®.

2.

S S S

chy — shx = e~ %,

ch?x — sh?x = 1.
1—th’x = 5.

ch(x +y) = chx.chy + shx.shy.
sh(x +y) = shx.chy + chx.shy.

Expression sous forme logarithmique.

Les fonctions réciproques des fonctions hyperboliques s’expriment a 'aide de la
fonction logarithme népérien, comme suit

argthr = £ 1In (1££) Vo € |-1,1[.

argcothz = 1In (2£2£) Vo € |—o0, —1[ U1, +o0|.

arg she =In (z + V1 + 2?) Vo € R
argche =In (v + Va2 — 1) Vo > 1.

Preuve :

1. Soit « € |—1,1[, on pose argthr =y

argthe =y < thy =1 < =5 =g

e¥4e Y

1—e2v _ —2y _ -2
S =rel-c¥W=x(l+e)

SeW(lta)=1-2z
o e%Y — 1+x<:>zy_ln‘l+m|

l—x

&y =argthe = 1 1In (1£2).
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) (argcoth)
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FIGURE 4.9

2. Soit « € |—o0, —1[U]1, +00[, on pose argcothz =y

argcothm-y@cothy-x@ et — g

yey

@}f: =relteW=u(l—e¥)

2y
Se(l+a)=2-1
& W = 1+x<:>2y—ln|_|
@y:argthm—lln( )
3. Soit x € R, on pose arg shx =y
arg she =y < shy =«

et on a

e’ = shy + chy et chy = /sh?y+1
ey:x+\/x2+1@y:argshlen(:ﬁ+\/:p2+1).

4. Soit x > 1, on pose arg chx =y

alors

argchr =y < chy =

et on a

e’ = chy + shy et shy = +/ch?y — 1
ey:x+\/x?—lﬁy:argchx:ln(x—F\/wQ—Fl).

alors
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