Chapitre 2

Nombres complexes

Introduction
Les nombres complexes forment un corps notée C qui contient R. Ils permettent notamment
de résoudre des équations polynomiales qui n’ont pas de racines réelles. On introduit une unité

imaginaire i telle que 72 = —1.

C\R

(complexes imaginaires)

2.1 Forme algébrique

Tout nombre complexe z s’écrit de forme unique z = = + 1y, z,y € R.

On note real(z) = x la partie réeelle et Im(z) = y la partie imaginaire.
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2.2 Conjuguée, inverse et opérations
Soientt les nombres complexes z = x + ty, 21 = 1 + W1 et 29 = x9 + 1Y2,
Conjuguée : Z=1x — iy et z = 2.
e Produit :
21 X 29 = (r122 — Y1y2) + i(@1y2 + oY1)
21 X 29 =21 X 29
e Somme :
21+ 22 = (21 + 22) +i(y1 +y2).
z1+2z2 =121+ 2
e Soustraction
21—z = (w1 — @2) +i(y1 — y2).
Z1— 29 =121 — 22
1z
e Inverse (pour z #0) : 271 = — =
e Division:

A mtw <l’1+iy1) « <$2—iy2>
22 T2ty Tg — Y2

To + 1y
21 zZ1
) )

o Egalité:

21 = 29 = (x1 = x2) et (y1 = ya).

z+z z—Z
e real(z) = et Im(z) = .

(2) 5 (2) = —;
z est un réel pur & z = Z.

z est un imaginaire pur & z = —Z.
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2.3 Module et argument

Module

Le module de z = z + iy est |z| = /22 + 42, et on a la relation : z x Z = |z|2,

Propriétés :

|z| >0, |2]=0 <= z=0,
|21 + 22| < |z1] + |22] (inégalité triangulaire),

|z1] — |z2] < |21 — 22| (inégalité triangulaire inversée).

|z + 2’| < |z| + |27

z+z

z+2|

Preuve: 1)

|21+ 22| = (21 +22)(21 + 22) = (21 + 22)(Z1 + 22)
= 2121 + 2921 + 2129 + 2221

|z1|2 + |,'<r2|2 + 2real(zg X 27)

< 2] 4 |zf? + 2 real(z2 x 7))
< Jmlf 4 |zl + 2]z x 7
< (1] + |=2)®
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Argument

Pour z # 0, on définit arg(z) = 6 tel que

z = |z|(cos 0 4 isin ).

et
T

axe imaginaire

Z(a,b)
» Z=a+bi

e e T P

]

axe reel

cosf = 2z et sinf = Y
|2 |2

Remarque 2.1 On propose de rappeler le sinus et le cosinus de quelques angles connus.

6 0 g 1 3 5 0T 37” 2
sinf 0 1/2 V2/2 V3/2 1 -1 0
cosh 1 3/2 V2/2 1/2 0 -1 0 1

L’argument d’un nombre complexe z n’est pas unique puisque 0 + 2k7w, k € Z est aussi un

argument de z.
Exemple 2.1 2z = —/3 —i alors |z| = V4 =2 et

-1 _
et S1n9:7:>9:ﬁ

2086 = —
COSs 6

On remarque que 61 = %r est aussi un argument de z.
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Définition 2.1 On appelle argument principal de z, Argz, lunique angle entre —m et .

La relation entre Argz et arg z est

argz = Argz + 21k, k€ Z

2.4 Forme trigonométrique et exponentielle

Si z # 0, on peut écrire z = r(cos@ + isinf) = [r, 0], r=|z|, 8 = arg(z).

Par la formule d’Euler on a:

e = cosf + isinb, z=re

Multiplication / division (formes polaires) :

02 1(91-‘,-92) ﬂ — 7"_16,1‘(61—6'2)
5 > .

Z9 2

z1 = 7‘16201, 29 = T9€" = 2129 = riree

Formule de De Moivre

Pour tout n € N* on a:
(cos @ + isin @)™ = cos(nb) + isin(nd).

Preuve: On démontre cette formule par réccurence.
La formule est vérifiée pour n = 1, donc
Supposons que

(cosB + isin®)" = cos(nh) + isin(nd).

et vérifions que

(cos @ + isin 0)" T = cos((n + 1)8) + isin((n + 1)8).
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(cosf +isin )" = (cosf + isin®)"(cos b + isin )
= cos(nb) + isin(nd)(cos + isinf)
= cos(nb) cos B — isin(nb) sin 6 + i(sin(nf) cos 6 + cos(nfd) sin §)

= cos((n+1)0) +isin((n+1)0)

Propriétés :

1) arg(z1 X 22) = arg(z1) + arg(z2) 271,

2) arg(z") = narg(z)
3) arg (j—:) = arg(z1) — arg(29) [27],

4) arg(z) = —arg(z) [27], arg(1/z) = — arg(z) [27].
Preuve: 1) Soient z; = r(cos +isinf) et 29 = 1/'(cos @ + isin¢’)

21X zo = r1'(cosfcost —sin@sin@) + i(cosfsin@ + sinf cos )

= rr'(cos(0 +0) +i(sind +6))

ce qui implique que arg(z; X z3) = arg(z1) + arg(z2).
2) Soit z = re et 2" = r"e™? = r"(cos(nb) + isin(nf))
ce qui implique que arg(z") = nf = arg(z).
3) A
2 ore? T ilo-e)

) rret?’ r!

ce qui implique que arg(z—;) =0—0 = arg(z) — arg(z2).
4)

zZ = re % = r(cos(—0) + isin(—0))

ce qui implique que arg(z) = —0 = —arg(z). m
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2.5 Résolution d’équations complexes

Equations de la forme z" = w

e Casn=2ctw=a-+1b

On cherche les nombres complexes z = x + iy ot x,y € R tels que 22 = w

22 = we (z+iy)=a+ib
& 22—y P 2izy=a+id
ce qui donne
2 —y? =a 22—y =a (1)
2y =b & 2cy =b  (2)

|22|:w 2 4y?=VaZ+ 2 (3)

En combinant (1) + (3) et (3) — (1), on obtient

2 _ _ +1/2+b2
20 = a+ Va? + b? x = )V
W2 = —a+Va2+2 S y= 4,/ ettt v2112+b2

20y = b 2xy = b.

L’equation 2zy = b permet de déterminer le signe de z et y.

Exemple 2.2 Résoudre dans C l’équation suivante: z°> = 8 — 6i

22 = 8—6Gie (x+iy)?=8—06i
o 2?2 —y? 4 2izy =8 — 6i
ce qui donne
22 —y? =8 a? —y? =8 (1)
2oy = —6 < 2uy = —6 (2)
|z2|=w 22 +y? =82 162 =10 (3)
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En combinant (1)+(3) et (3)-(1), on obtient

2=8=9 T =23

2
2 %:1 S y=41 ©2z1=3—14, z9=—-3+1

2zy = —6. zy < 0.

e Casn >3 et w=re?, les solutions sont

.(9—|—2k:7r>
2
2= Ure n k=0,1,...,n—1.

)

Exercice 8 Résoudre dans C les equations suivantes:

2=8 =1+

Solution :

1) On écrit 8 = 8¢°. Donc

.<0+2k7r> _<21<:7T)
i il —
B =86z, =V8e n —2¢\ 3

k=0,1,2

Y

Ainsi :

‘(2X1X7T>
7 1 4
7 = 2e 3 =2<——+i£>,
2
‘<2><2><7T>
Z‘— 1 ¢
=2\ 3 :2(—5—1'@).

T
2) On éerit 1+i = ¥2e 4, donc

(G 2k
4 ) V2

4(7‘( /<:7T>
|\ —+—=
e 16 2 k=0,1,2,3

)

fv2

A=l4iez = e



Les solutions sont :
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2.6 Ensembles de points (lieux géométriques)

On traduit des conditions algdbriques sur z en ensembles de points du plan complexe (lorsque

z = x + 1y correspond au point M (x,y)).

e Cercle de centre a et rayon R > 0 :

{zeC||z—-a|l =R}

e Disque (intéricur) de centre a et rayon R :
{zeC||z—a| < R}.
e Médiatrice du segment [AB] (avec affixes zy4, zp) :
{z 1z = zal = |2 — 25]}.

e Lieu d’Apollonius : rapport constant des distances

|z — z4|

{z|——k:} (k>0, k#1)

|z — zg]
est un cercle (si k # 1), et si k = 1 c’est la médiatrice.
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Exemples classiques
o {z|arg(z) =0} : demi-droite issue de 0 avec direction 6 (sans le point 0).
o {z||z—3| = |z +2i|} : médiatrice du segment joignant 3 et —2i.
o {z||z+1—2i] <35} : disque de centre —1 + 2i et rayon /5.
Exercice 9 Déterminer l'ensemble des points M d’affize z tels que |z — 1] = 2|z + 1].

Solution. Posons z = x + 4y. Alors

lz =12 =4z +1? = (z-1)2+y? =4z +1)%*+¢?

— 322 +100+34+3y2=0

= (z+3)?+y =10

Cette équation est équivalente a une équation de cercle (ou vide selon discriminant):

C’est un cercle de centre (—g, 0) et de rayon %.
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