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T.D N°3 : Matrices et systémes linéaires
Exercice 1 (Pour les étudiants)
5 -4
4 -3

On considére la matrice carrée d’ordre 2 suivante : 4 =

(1) Déterminer la matrice B € My telleque: 4 = I, + 4B

ou [, est la matrice unité d’ordre 2.

(2) Calculer 42, B>, AB,BA,'A,'B,'B.'4,"(A. B), tr(4), tr(B).
(3) Calculer —A4% + 24 — I,

(4) En déduire que A4 est inversible et déterminer son inverse 4.

Exercice 2
5 -2 1
1 10
Soient M = etC = -2 4 =2
011
1 -2 5

(1) Déterminer les matrices A = ‘M. M et B = A + I3, ou "M est transposée de M et I3 est la matrice unité d’ordre 3.
(2) Calculer det(B), B.C et C.B.
(3) Résoudre le systeme (S) suivant par deux méthodes (inversion matricielle et Cramer)

2x+y =3
() x+3y+z=35
y+2z=3

(4) Déterminer les valeurs de A € R pour que : det(B — Al3) = 0.
Exercice 3

Soit A une matrice définie par: 4 =

—_— = O
—_— O =
O = =

(1) Trouver les réels a et b tels que : A> = als + bA ou I5 est la matrice unité d’ordre 3.
(2) En déduire que A4 est inversible et déterminer son inverse 4.

(3) Calculer det(A). (4) (Supp)Retrouver l'inverse de 4 en utilisant la comatrice.
(5) Considérons les systémes suivants :

y+z=1 xX+y+z=2
(S x+z=0 (S)(SUPP)< x—-y+z=2
x+y=3 xX+y—z=2

() Ecrire les deux systemes (S) et (S2) sous les formes matricielles (DX = b).
(if) Résoudre ces systémes par deux méthodes (Inversion matricielle - Cramer ) (Choisir une méthode)



Exercice 4 (Voir cours)

On considére I'application linéaire f: R3 — R? définie par :

ﬂxayaz) = (X =Yy +Z)
Notons par C3 = {ei,ez,e3} et C = {i,j} les bases canoniques de R3 et R? respectivement.
Soient D3 = {e,ée5,e5} et Dy = {i',j'} deux autres bases de R3 et R? respectivement, ou

e’l = (1’170)76; = (]‘70)]‘)’63 = (09]‘71)7
i' = flez) et = fles)

(1) Déterminer la matrice A associée a I'application linéaire f relativement aux bases C3 et C».

(2) Déterminer les matrices P = Pc,-p, et Q = Pc,-p, les matrices de passage de la base C3 & la base
D3 etde Cy a D; respectivement.

(3) Déterminer la matrice B = Q'. 4. P. Que représente la matrice B.

Exercice 5 (Devoir-Maison )

On définit les matrices carrées d’ordre 3, M, N et D par:

1 sii>j

M = (my), i 0umy; = s N = (nj) g 3 00n; = (-1)Y etD =M+ N-1I;o0ul;estla

0 sii<j
matrice unité d’ordre 3.

(1) Ecrire explicitement les matrices M, N et D.
(2) Montrer que la matrice D est inversible.

(3) On considere le systeme () suivant :

x+y=2
S 2x—-y+z=-2
2x-2y+z=-3

() Ecrire le systéme (.5) sous la forme matricielle (4X = B).
(ii) Calculer 4. D et D. A.

(ii7) Résoudre le systéme (S) par deux méthodes.
Exercice 6 (Devoir-Maison)

On considére le systéme (.S) suivant :

x—=3y+6z=3
) 6x—8y+ 12z =2
3x-3y+4z =1

(1) Ecrire le systeme (S) sous la forme matricielle (4X = B).
(2) Vérifier que la matrice 4 est inversible.

(3) Calculer 42.

(4) Déterminer les réels a et f tels que :

A*= ad + B,
ou /5 est la matrice unité d’ordre 3.

(5) Donner A~! la matrice inverse de 4.
(6) Résoudre le systeme (5).



Exercices supplémentaires

Exercice 1
(1) Déterminer la matrice carrée A d’ordre 3 définie par :
. 1 sii#j
A= (aij)lgi,jg oua; = L.
0 sii=j
(2) Calculer det(A4) et en déduire que la matrice 4 est inversible.
(3) On consideére le systeme (S) suivant :

x+y+z=1
) x—-y+z=1
x+y—-z=1
() Ecrire le systeme (S) sous la forme matricielle (DX = B). (if) Calculer A.D et D. A.
(ii7) En déduire que D est inversible et déterminer D!, (iv) Résoudre le systeme ().
Exercice 2
-3 2 2
Soit M = -2 5 4
1 -5 -4
(1) Calculer det(M). (2) Calculer M3 +2M? — M.
(3) Résoudre le systeme (S) suivant par deux méthodes :( ’inversion matricielle - Cramer)
Bx+2y+2z=1
(S) 2x+5y+4z=17
x—5y—4z=-8

Exercice 3
On considére I'application lingaire f : R2 — R3définie par :
foey) » (x=p, 29,x+3)
Notons par B1 = {ej,e2}, By = {€1,€2,¢&3 tles bases canoniques de R? et R? respectivement.
(1) Déterminer MAB1,B>) la matrice associée a f relativement aux bases B et B>, .
(2) Considérons les deux autres bases B’ et B) de R? et R3 respectivement définies par :
1 = {elex} et By = {&),65,5}

oue| = (1,3),e, = (2,5),&, = (0,1,1),&5 = (1,0,1) et &5 = (1,1,0).

(i) Déterminer les matrices P = Py _p et O = Pp,_p les matrices de passage de B a B etde

B, a B), respectivement.

(ii) Soient u € R? de composantes X = dans la base canonique Bide R> etv € R3 de
1

composantes V' = | 1 | dans labase B).
1

- Déterminer les composantes X' du vecteur u das la base B/ et les composantes V' du vecteur v
dans la base canonique B> de R3.



Exercice 4

On considére I'endomorphisme f: R? — R? tel que :
f)y=i+2jet fj) =2i+j
ol B = {i,j} estla base canonique de R?
(1) Déterminer la matrice A associée a I'endomorphisme frelativement a la base canonique B.
(2) Soit C = {e1, e} une autre base de R? ol
| 1 o
er = —(@{+j)etes = —(—i+))
J2 J2

-Déterminer la matrice de passage P = Pjp_.c de la base canonique B ala base C.
(3) Exprimer i et j en fonction de e; et e2. En déduire la matrice de passage Q = Pc_3.
(4) Vérifier que P! = Q.
(5) Exprimer f{e1) et f{ez) en fonction de e, et ;. En déduire la matrice A" associée &
I'endomorphisme frelativement a la base C.
(6) Verifier que A’ = P~'. A. P et exprimer A en fonction de 4', P et P~!.
Exercice 5
On note par B = {e1,ez,e3} labase canonique de R>.
Soit / 'endomorphisme de R (f € £(R?)), dont la matrice dans B est la matrice 4

3 1 3
4= -1 1 1
I 1 -1

Onposee; = (1,1,1),e2 = (1,-1,0),63 = (1,0,1) et B, = {€1,€2,63}.

(1) Déterminer I'application f-

(2) Montrer que B constitue une base de R3.

(3) Ecrire la matrice B de fdans cette base.

(4) Déterminer la matrice de passage P de la base B a la base B;.

(4) Retrouver la matrice B de f'dans la base B en utilisant la matrice de passage P.



