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T.D N°2 : Ensembles et applications

Exercice 1

(1) Ecrire en extension les ensembles suivants:

A:{neZ\—i<n—1<2ﬁ}et3={zec; 2~1=0}.

J2
(2) Ecrire en compréhension les ensembles suivants:
iﬁﬁ_ﬁm __Li_ii_i
€= {5 7297117137 15 eth = { 1’2’ 3°'4° 5767 77 }

(3) Soit £ = {1,2,3} < N. Déterminer P(E) 'ensemble des parties de E.

(4) Soient 4, B et C des parties de P(£) données par :

A={XePE): 1eXp,B={XePE):2¢Xp,C={XecPE): 1¢Xet3eX)
- Donner les ensembles 4, B et C en extension.

(5) Déterminer

AN B, A\B, Bu C, and C = Cpz)(C), le complémentaire de C dans P(E).

Exercice 2

Pour n € N*, posons 4, = } ni I ,%}
(7) Montrer que la famille des ensembles {An,n e N* } est un recouvrement de l'intervalle 10, 1].
(if) En déduire que {4,,n € N*} est une partition de ]0,1].
Exercice 3
Soient 4, B, et C des parties d’'un ensemble E.Montrer que :
(H[AnB=AnCetduB=4UC]|=B=C
2)ANnB=A4AUB = A = B, en utilisant :
(i) Raisonnement directe.
(if) La contraposée.
B3)AuB=ANnC< BcAdcC.

Exercice 4 (Devoir — maison)
On considére les deux ensembles E et F définis par :
= N — L < = N + =
E={xeR: |1 2|_1}etF {xeR:3reR", x=r+2).
(1) Ecrire E sous la forme d’un intervalle [a, b].

(2) Montrer que F = [2,+x].
(3) Déterminer EN F, E U F, ENF, F\E, FAE et Cr+(E), le complémentaire de E par rapport a R*.



Exercice 5

On note par D,, 'ensemble des diviseurs de 24. Considérons les ensembles E et F définis par :
E={neD, : nestpair}etF={neN : nestpremieretn <9} u{l,10}.

Soit /': E — F une application définie par son graphe G = {(2,3),(4,5),(6,1),(8,5),(12,7),(24,10)}.
(1) Vérifier que f'est bien une application.

(2) fest-elle injective? surjective?

(3) Déterminer £(6),/ ({6}).f ({n € E\ndivise 8 }) et f(E).

4) Déterminerf‘l(l),f‘l({1}),f‘1({5}),f‘1({n e N\ n est premieretn < 9 }) etf/-1(F).

Exercice 6

On note J = ]1,+xo[. Soient f et g : J — J deux applications définies par :

2
Vx e J, fix)y=1+ 2 etg(x)z(ﬂ) .

-1 Jx -1
(1) Déterminer £ ([2,4]) et g7 ({9}).
(2) Montrer que f'est une bijection de J dans J et déterminer sa bijection réciproque.
(3) Vérifier que : Vx e J, g(x) = (ix))*.
(4) En déduire que :g est une bijection de de J dans J et déterminer sa bijection réciproque.

Exercice 7
On note U = ]0,+o[ x ]0,+0[.Soit /: U — U une application définie par:
fey) = (0, %)
(1) Montrer que f est injective? (On peut poser t = %)
(2) fest-elle surjective? Si oui, déterminer /.
Exercice 8 (Devoir — maison)

Soient f* et g deux applications définies par :
f:R\{3} — R/{4}etg: R/{4} — R\{3}

s 4x+ 1 s Sx+1
x x-3 o x—4
(1) Montrer que Vy € R\{4}, 3;_+41 #3.

(2) Déterminer pour x € R\{1, 3} image de 3x par f'et pour x € R\{-2, 2, 4} l'image de
x? par g.

(3) Déterminer les antécédents de y = 1 par f'et par g.

(4) Déterminer fo g et gof.

(5) Montrer que fest injective.

(6) f'est-elle surjective?

(7) f est-elle bijective? Si oui, déterminer /'



EXERCICES SUPPLEMENTAIRES
Exercice 1
Soit 4 = {(x,y) € R:\x?+y? < 1}.
(1) Les couples (1,0) et (0, 1) appartiennent-ils a 4?
(2) Montrer que 4 ne peut étre le produit cartésien de deux parties de R .
Indication : Par I'absurde et remaquer que (1,1) ¢ 4.

Exercice 2

Considérons les deux ensembles suivants :
A={xeR\3Ire[0,1]:x=1+2}et

_ _S5|l <L
B = xe[R\|x 2|£ 2}.
(1) Ecrire 'ensemble B sous la forme d’un intervalle [a, b].
(2) Montrer que 4 = B.
Exercice 3
Soient 4,B, et C des parties d’'un ensemble E. Montrer que :
(1) (A\B)\C = A(BuU CO)
(2) Ce(ANnB) = Ce(4) v Cg(B)
3)AAB=ANB<= A=B=0Q
Exercice 4

(1) Considérons les ensembles suivants:
Sn + _ J2n+4
A= { _l,neN}etB—{ neN}

2n—-1"
18 43 42
948 ? ? ?
(z)Estceque 3 e A 15 e A >3 € B 37 € B

(if) Montrer que % est un élément commun entre les ensembles A4 et B.

(2) Soient C = { MkeZ}etD { MkeZ}
- Montrerque A "B = .
Exercice 5

Considérons les deux parties de R?, E = [0,1] et F = [0,2]
(1) Dessiner Ex F et EXE .
(2) Soient f:E—>F et g:F —E  deuxapplications.
xX— 2-x x = (x—1)?
(3) Précisergof et fog. At-ongof =fog et gof =g?
£ i ~1 -1 1
(4) Déterminer /' ({0}) et g GO, > D
(5) Montrer que : g f et bijective et préciser (g0 f)™
Exercice 6

2x )
1 + x2

Soit /: R — R une application définie par : f{x) =

(1) Déterminer f(2) etf(%). f est-elle injective?

(2) Résoudre dans R : f(x) = 2. fest-elle surjective? Montrer que f(R) = [-1,1].

(3) Montrer que l'application g définie sur [-1,1] dans [-1,1] par: f(x) = g(x) est bijective et
déterminer son inverse g~!.



Exercice 7
Soit f: R — R* une application définie par :
Vx € R, fix) = ﬁ
(1) Déterminer f ({x € R\x? = 4}), fR) et [ ({y e R*\ | =1}).
(2) f est-elle injective? surjective? bijective?
(3) Soit g = fig+ : R* — JouJ = f(R"), la restriction de f'sur R,
- Montrer que g est bijective et déterminer g
Exercise 8
On définit les applications f: R — R* et g : R* — [2,+00[ par:
Vx € R, fix) = l+m
Vx € R*, g(x) = l+m

(1) Déterminer / ({x € R\x>+x—a(a+1) =0, ola € R™}) et /1 ({y e R\ 2p| = 1}).
(2) f est-elle injective? surjective? bijective?
(3) Montrer que g is bijective et déterminer g

Exercice 9
Soit s : R* — I:%,—}—OO[ une application définie par : Vx € R*, h(x) = x+ Jx +
(1) Vérifier que : Vx € R*, h(x) = (,/Y + %)2
(2) Ecrire I'application 2 comme la composée de deux applications fetg: h = gof.

(3) Montrer que f'est une bijection et déterminer sa bijection réciproque.

(4) Montrer que g est une bijection et déterminer sa bijection réciproque.

(5) En déduire que & est une bijection de R* dans [i +oo|:, et déterminer sa bijection réciproque.

4 b

1
i

Exercise 10

Soient f:R* - R etg :R* — R\{1} deux applications.
1

B T S [ X— 1 - =
x? x?

(1) Déterminer f{{-1,1}) et f1({1}).

(2) Is 1 injective? Surjective?

(3) Montrer que g est bijective et déterminer g=!.
Exercice 11

1 .

V1 +x2
(1) Déterminer / ({x € R\|[x| = 1}) et /1 ({y e R\y? =8}).
(2) f est-elle injective? surjective? bijective?
3) Déterminer £ ([ 1,43 ]), £ (J-v3.-1]). £ ([-1.2v2 ), FR*), £1(10,1]) etf—l([
(II) Soit g = fg+ : R* — Jou J = f(R"). ( g est la restriction de f'sur IR*).
(1) Montrer que g est bijective et déterminer g=!.
(2) Déterminer g~! (%) par deux méthodes.

() Soit f: R — R une application définie par: fix) =

)

N |—

(3) Calculer go g7 '(y) poury € Jetg™! o g(x) pour x € R™.



