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Exercice 1:14 ptsSoit T (t) un C0 semigroupe sur un espace de Banach X:
a)( 02 pts) Montrer qu'il existe M � 1, telle que

kT (t)k �M , 8t 2 [0; 1]

b) (04 pts) En d�eduire que

kT (t)k �Me!t, 8t > 0, ! = LogM:

c) (02 pts)Montrer que 8f 2 X, l'application

t! T (t)f

est continue.

d) (02pts) Montrer que 8f 2 X

lim
h!0

1

h

Z t+h

t

T (s)f ds = T (t)f

e) (04 pts) Soit A l'op�erateur in�nitesimal du semigroupe T (t):Montrer queZ t

0

T (s)f ds 2 D(A)

et que D(A) est dense dans X:

Solution:
a,b,c) voir le cours.
d) on a
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Z t+h

t

T (s)f ds� 1

h

Z t+h

t

T (t)f ds

=
1

h

Z t+h

t

[T (s)� T (t) ] fds

comme T (s)� T (t) est continue, nous aurons

1

h

Z t+h

t

[T (s)� T (t) ] fds! 0f = 0

1



e) voir le cours

Exercice2.(06 pts)
a) (02) Soit A un op�erateur lin�eaire born�e d'un espace de Banach E, vers

E.Montrer que si kAk < 1, alors l'op�erateur I +A, est inversible.
b) (04 pts) Soit E un espace de Banach , A un op�erateur m-dissipatif et B

un op�erateur lin�eaire born�e sur E:On �xe f 2 E, montrer que l'�equation

v +B (A� �)�1 v = f

admet une solution unique v 2 E, lorsque � est assez grand.

Solution:
a) voir le cours
b) Comme A est m-dissipatif, on a (A� �I) est inversible (voir le cours), de

plus 


(A� �)�1


 � 1

�

ainsi pour� assez grans, on a


B (A� �)�1


 � kBk


(A� �)�1


 � kBk
�

� 1

et d'apr�es a) I +B (A� �)�1 est inversible.
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