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EXAMEN DE RATTRAPAGE.

Exercice 1 (contrôle optimal d’une épidémie par vaccination : 10 points).
On considère une population de N individus soumis à une épidémie qu’on veut contrôler
par vaccination. Par simplicité, on suppose qu’un individu qui a été malade et soigné peut à
nouveau tomber malade.

Le modèle est le suivant. On note α > 0 le taux de contamination, u(t) (contrôle) le taux
de vaccination, et x(t) le nombre d’individus infectés. On a :

(1)
{

ẋ(t) = αx(t)(N− x(t))−u(t)x(t) ,
x(0) = x0,

où 0 < x0 ≤ N, et où le contrôle u(t) vérifie la contrainte

0≤ u(t)≤C,

où C > 0 est une constante.
Soit T > 0 fixé. On cherche à minimiser le critère :

C (u) =
T∫

0

(x(t)+βu(t))dt,

où β > 0 est fixé.
On note par λ le vecteur adjoint, u∗ le contrôle optimal et x∗ la trajectoire optimale.
1) Montrer que pour tout t ∈ [0,T ], on a x∗(t)> 0.
2) Écrire le Hamiltonien associé au problème de contrôle optimal (1).
3) Écrire l’équation de l’extrémale sur le vecteur adjoint.
4) Donner la condition de transversalité λ (T ).
5) En utilisant la condition de minimisation de Pontriaguine montrer que le contrôle opti-

mal u∗ est donné par

u∗(t) =
{

0 si β −λ (t)x∗ (t)> 0,
C si β −λ (t)x∗ (t)< 0.

6) En déduire que u∗ (t) = 0 sur [T − ε,T ], avec ε > 0 suffisament petit.
7)
7.1) Pour tout t ∈ [0,T ], on pose par définition ϕ (t) = β −λ (t)x∗ (t) et on suppose que

αβ − 1 6= 0. Soit t0 un temps tel que ϕ (t0) = 0. Démontrer qu’alors on a nécessairement
ϕ ′ (t0) 6= 0 et en déduire que l’ensemble {t ∈ [0,T ]/ ϕ (t) = 0} est de mesure nulle.

7.2) Que peut-on en déduire sur le contrôle optimal u∗ ?
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Exercice 2 : 10 points.
On considère le problème de contrôle optimal suivant

(2)



ẋ(t) = y(t) , t ∈ [0,T ] ,
ẏ(t) = u(t)− z(t) , t ∈ [0,T ] ,
ż(t) = 1, t ∈ [0,T ] ,
x(0) = y(0) = z(0) = 0,
x(T ) = 2, y(T ) = 0,

min
(

1
2

T∫
0

u2 (t)dt
)
,

où u est le contrôle et on suppose que T est libre et que toute extrémale est normale.
On note par λ = (λ1,λ2,λ3) le vecteur adjoint, u∗ le contrôle optimal et (x∗,y∗,z∗) la

tajectoire optimale.
1) Écrire le Hamiltonien associé au problème de contrôle optimal (2).
2) Écrire les équations des extrémales sur le vecteur adjoint.
3) En déduire que

λ1 (t) = c1, t ∈ [0,T ] ,
λ2 (t) = −c1t + c2, t ∈ [0,T ] ,

λ3 (t) = −c1

2
t2 + c2t + c3, t ∈ [0,T ] ,

où c1, c2 et c3 sont des constantes réelles.
4) Montrer que u∗ (t) = c1t− c2, pour tout t ∈ [0,T ] .
5) Montrer que

x∗ (t) =
1
6
(c1−1) t3− c2

2
t2, t ∈ [0,T ] ,

y∗ (t) =
1
2
(c1−1) t2− c2t, t ∈ [0,T ] ,

z∗ (t) = t, t ∈ [0,T ] .

6) En utilisant les conditions x∗ (T ) = 2 et y∗ (T ) = 0, montrer que

c1 =−
24
T 3 +1 et c2 =−

12
T 2 .

7) Donner la condition de transversalité λ3(T ).
8) Donner la condition de tranversalité sur le Hamiltonien en temps final T et en déduire

la valeur de T .
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