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Exercice1: 06pts Soit le syst�eme discret

xn+1 = xn
�
�� x2n

�
= f� (xn) ; � > 0

a) D�eterminer les points �xes et �etudier leur stabilit�e.
b) Le syst�eme pr�esente t il une bifurcation au point d'�equilibre 0 ?
Sol: les points d'�equilibre 02 pts sont

x� = 0 ou x� = �
p
a� 1 8a > 1

Pour la stabilit�e 02 pts, nous calculons la d�eriv�ee

d

dx
f� (x) = a� 3x2

ainsi
x� = 0 est stable pour 0 < a < 1, et instable pour a > 1

De meme

x� =
p
a� 1 est stable pour 1 < a < 2, et instable pour a > 2

Le diagramme de bifurcation donne une bifurcation (02 pts ) pour a = 1:
(changement du nombre de points d'�equilibre avec un changement de stabilit�e).
Exercice 2:06 pts
Soit le syst�eme

(1) xn+1 = 1� x2n = f(xn)

a) trouver un 2 cycle du syst�eme (1) et determiner sa stabilit�e.
Sol:
Un calcul simple montre que (03 pts)

f(0) = 1 et f(1) = 0

Pour �etudier la stabilit�e, on calcule

d

dx
f(x) = �2x

et on a (03 pts)
f 0(0)f 0(1) = 0

Donc le deux cycle est stable.
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Exercice3: 08 pts Soit le syst�eme discret

xn+1 = �xn
�
1� x2n

�
= f� (xn)

a) D�eterminer les points �xes et �etudier leur stabilit�e.
b)pour quelle valeur de � � 0, l'intervalle [�1;+1] est positivement invariant.
Sol: les points �xes sont: (02 pts)

x�1 = 0; x
�
� = �

r
1� 1

�

notons que x�� existent pour � � 1:
Pour �etudier la stabilit�e, calculons la d�eriv�ee

d

dx
f� (x) = �

�
1� 3 (x)2

�
ainsi

d

dx
f�
�
x��
�
= �

�
1� 3

�
x��
�2�

= 3� 2�

Les 2 points �xes sont stables si (03pts)

�1 < 3� 2� < 1

par contre
d

dx
f� (0) = �

et x�1 = 0 est stable si
j�j < 1

b) pour quelle valeur de � � 0, l'intervalle [�1;+1] est positivement invari-
ant.

(03 pts ) Le tableau de variation de f� (x) montre que

�2�
3
p
3
� f� (x) �

2�

3
p
3

il est clair que [�1; 1] est positivement invariant si

�1 � �2�
3
p
3
� 2�

3
p
3
� 1
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