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Examen final 2

Question de cours (4pts)

1- Donner la définition des dérivées faibles premiere et deuxieme d’une fonction u dans
L%(0,2). (2pts)

2- Montrer que |[u|[y12(9 ) est équivalente & |[u'[[,2(g ) siu € WOl 2(0,2). (2pts)

Exercice 1 (8pts)

On considere le probleme suivant

2u(x) , x€(0,2),

—W = T (1)

u(0) =u(2) =0.
Supposons que (1) admet une solution positive dans un espace de Banach X

1- Donner la définition de la solution de (1) dans I’espace X := WOl ’2(0,2), (justifier).
(3pts)

2- Donner la définition de la solution de (1) dans I’espace X := I? (0,2). (2pts)
3- Donner le(s) solution(s) constante(s) de (1), (justifier). (1pt)

4- Linéariser le probleme (1) au voisinage d’une solution constante quelconque u,,
(2pts).

Exercice 2 (8pts)

Considérons le probléme suivant

{ ()~ (x) = £(x), x€(0,1),
u(0) = u(1) =0,

ou f est une fonction suffisamment réguliere.

Pour ce probleme on propose le schéma aux différences finies suivant

1 Uit —1 .
ﬁ(zuifuiflful#l)*%:fia i=1,..,N, )
up =uy+1 =0.

ou f; = f(x;). Posons Fj, = (f1, f2, ., fn)" et Up = (uy,uz, ...,un)".
1- Donner la définition de 1’erreur de consistance pour le probleme (2). (1pt)
2- Montrer que si F, > 0 alors U, > 0. (Spts)

3- En déduire I’existence et I’unicité de la suite Uy,. (2pts)
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Correction de ’examen final 2

Question de cours (4pts)

1- Donner la définition des dérivées faibles premiere et deuxieme d’une fonction u dans
L%(0,2). (2pts)

2- Montrer que |[u[|y12(g2) est équivalente a |[u'[[;2(g ) siu € W()l’2(072). (2pts)

Correction

2 2
1- a) 1l existe g1 € L*(0,2) tel que / u(x)¢’ (x)dx = f/ g1(x)9(x) pour tout ¢ €
0 0
Cx(0,2). On pose u' := g;.
2 2
b) Il existe g, € L*(0,2) tel que / u' ()0 (x)dx = —/ g2(x)0(x) pour tout ¢ € Cg(0,2).
0 0

On pose u” := g».
2- On sait que

198 @) 4 ([ acoPan)'™,

2 du 12
> ([ 15 wPay”

A présent nous utilisons I’'inégalité de Poincaré, a savoir il existe C > 0 tel que

2 2 du
[ P < e 715 P

H”||W1~2(0,2)

On conclut alors

IN

2du, 5 \1)2 2du,
oy < () 1550P)" e [T 0P

IN

(e[ 15 P . (apts)

Exercice 1 (8pts)

On considere le probléme suivant

14 u(x) (1)

Supposons que (1) admet une solution positive dans un espace de Banach X

1- Donner la définition de la solution de (1) dans I’espace X := WO1 ‘2(072)7 (justifier).
(3pts)



2- Donner la définition de la solution de (1) dans I’espace X := L%(0,2). (2pts)
3- Donner le(s) solution(s) constante(s) de (1), (justifier). (1pt)

4- Linéariser le probleme (1) au voisinage d’une solution constante quelconque u, de
(1) 2pts).

Correction de I’exercice 1 (8pts)

2
1- Posons F(u(x)) = u() . La solution de (1) dans W!2(0,2) est définie,
14 u(x)
2d
A dz dx+/ X)dx = / F(u x)dx, (1pt)

pour tout v € WOI’Z(O, 2). En effet

NG e (19 0 Pa) 212 0Pan) " < e, (191

d d
car Et € L*(0,2) et cTZ € L*(0,2). D’autre part

@) vlas <2 [ liveolas
[ eolveolax< ([Cator) ([ e

ot u € L*(0,2) et v € L*(0,2). On conclut alors

2
/|F D) [v(x)|dx < 2 /| ‘/2(/0 w()P)? < o, (2pts)

2- La solution de (1) dans L?(0,2) est définie,

/ d - dx+/ dx-/ F(u x)dx, (1pt)

pour tout v € C%(0,2). En effet

Comme

2 d*v d*v 2
pudlid < i
I e

d*v 2 2,8\ 1/2
< Vasup| T WI( [ ) Px)' P <o, 2pts)

caru € L*(0,2) et v € Cx(0,2).

3- Puisque F(0) = 0 alors le seul point qu’on peut observer est zéro et celui ci est une
solution constante il vérifie aussi les conditions de Neumann. (1pt)

4- Posons v(x) = u(x) — u*, et utilisons le fait que F(u*) = u*, (en fait remarquer que
seule u* = 0, est solution constante (1)) on trouve

kv = Floea)—F)
oF
= av( W4 o(v?)



Le probléme linéarisé est alors donné comme suit

—V'+v=F'(u*)y, x€(0,2),

2
v(0) =v(2) =0.

ou bien 5
= mv, x€(0,2),

v(0) = v(2) =0. (1pt)

Pour u* = 0 on trouve
{ —V"'=2v, x€(0,2),

Exercice 2 (8pts)

Considérons le probléme suivant

{ —u"(x) —u'(x) = f(x), x€(0,1),
u(0) =u(1) =0,

ou f est une fonction suffisamment régulicre.

Pour ce probleme on propose le schéma aux différences finies suivant

1 w )
1—Ui _ P
hz(zui_uifl_ul#l)_%_fiv l_lv“'aN;
uo=uny1 =0.

3)

ou f, = f(x,-). Posons Fj, = (fl,fz, ...,fN)t etU, = (ul,uz, ...,MN)t.
1- Donner la définition de I’erreur de consistance pour le probleme (3).
2- Montrer que si F, > 0 alors U, > 0.

3- En déduire I’existence et 1’unicité de la suite Uj,.

Correction de ’exercice 2

1- I’erreur de consistance est donnée comme suit

R = %(Zu(xi) —u(xi—1) —u(xit1)) — M = f(x)- (pt)

2-Soit p=min{i=1,...,N;u; = nllinNuj} (1pt)
J=le,

Alors u), vérifie,

1 1 Upi1— U
hj(”p_”p—l)‘*'ﬁ(”p_”pﬂ)—%ZO- “4)

Supposons maintenant que p = 2,...,N — 1, alors ’inégalité (4) est impossible, car par la
définition de p ona uy, —up—1 <0, up —upyy <0et —(upry —up) < 0. (2pts)
A présent,sip=1ona

1 1 Uy — Uj
— (1 —M0)+h7(ul —Mz)—T

- >0, 5)



Puisque u; —up <0 et —*2,7L <0 alors on a nécessairement u; > ug = 0. (1pt)
Si p=N alorson a

1 1 u —u
E(MN*MN—I)JFE(MN*“NJH)*% >0.

On réécrit cette inégalité comme suit

1 1 1
hZ(MN_MN—l) + (h7 + E)(MN_MN+1) >0.

1 1
Donc puisque uy —uy—1 < 0et o) + 7 > 0 alors on a nécessairement uy > uy11 = 0. (1pt)

En conclusion u; > 0 pour touti =1,...,N.

3- On écrit le systeme (3) comme suit, A,Uj, = Fj,. Supposons a présent que AU, =0
alors ApU;, > 0 d’apres ce qui précede Uy, > 0. D’autre part AU, = 0 implique aussi que
AU, < 0 ou bien Ay (—Uy,) > 0 toujours de ce qui précede on trouve —U;, > 0 ou bien
Uj < 0. En combinant les deux résultats on trouve que U, = 0. On conclut que Ay est
inversible et U, = A,:th. (2pts)
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