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EXAMEN FINAL.

Exercice 1 : Controle optimal d’une épidémie : 11 points.
On considere le probleme de contrdle optimal suivant

S(t) = —u(t)S(t)I(t) —kv(t)S(t), t €[0,T],
[(t)=u(®)St)I(t)—al(t), t €[0,T],
(1) §(0) = So, 1(0) = Io,

T
min [ I(t)dt.
0

ou T > 0 fixé, S(¢) (resp. I(¢)) est la taille de la population sensible (resp. infectée) au
temps t. Il y en a deux variables de contrdle, le taux de confinement « et le taux de vaccination
v. Deux parametres donnés sont o > 0 et k > 0 (efficacité de la vaccination). On suppose
que So > 0 et Iy > 0 et les controles u € L'([0,T];[My,M;]) et v € L([0,T];[0,M3]) avec
0< M <MpetMz>0.

De plus on admet que pour tout controle u et tout contrdle v, le probleme initial suivant

S(t) = —u(t)S)I(t) —kv(t)S(t), t €10, T],
I(t) =u(t)S(0)I(t) — al(t), t € [0,T],
S(0) = Sp, 1(0) =1Iy.
admet une unique solution globale (S,1) avec S(z) > 0, pour tout r € [0,7] et I(t) > 0,
pour tout ¢t € [0,T].
1) On note par A = (A1,4,) le vecteur adjoint, (#*,v*) le contrdle optimal et (S*,7*) la
trajectoire optimale.
1.1) Ecrire le Hamiltonien H associé au probleme de contr6le optimal (1).
1.2) Ecrire les équations des extrémales sur le vecteur adjoint.
1.3) Ecrire les conditions de transversalité A; (T) et A (T).

2)
2.1) Calculer les dérivées partielles %—IZ et %_13
2.2) En déduire que
0t (l‘) _ { M si ;Lz (l‘) > l] (l‘),
M5 si Ay (l‘) <M (l‘),
et

w0 ] 0siA(r) <O,
v (Z)—{ Ms si Ay (1) > 0.
3) Pour tout ¢ € [0, T], on pose par définition ¢ (1) = A, () — Ay (¢) .
3.1) Calculer ¢ (T).
3.2) En déduire que u* = M sur [T — ¢,T|, avec € > 0 suffisament petit.
3.3) Montrer que v* = M3 sur [T — €,T], avec € > 0 suffisament petit.



Exercice 2 : Contrdle optimal de la vitesse d’un véhicule : 09 points.
Un véhicule de masse unitaire a une vitesse v. Une force u peut étre appliquée et un terme
de trainée linéaire agit sur le véhicule, de telle sorte que la dynamique du véhicule est

v(t)=u(t)—v(t).
Initialement le véhicule est a I’arrét, c’est-a-dire v (0) = 0. Le but est de conduire le véhi-

cule en temps minimum 7" a une vitesse v(7') = 1. En résumé, on a le probléme de controle
optimal suivant

v(t)=u(t)—v(t),1€][0,T],
() v(0)=0,v(T)=1,
min (7)),

ot uc L'([0,T];[~M,M]) avec M = H;—IO

On note par A le vecteur adjoint, u* le contrdle optimal et v* la vitesse optimale.

1) Ecrire le Hamiltonien H associé au probleme de controle optimal (2).

2) Ecrire I’équation de I’extrémale sur le vecteur adjoint.

3) En utilisant la condition de tranversalité sur le Hamiltonien en temps final 7', montrer
que A (¢) # 0, pour tout ¢ € [0,7T].

4) En utilisant la condition de minimisation de Pontriaguine donner 1’expression du
contréle optimal u* en fonction du vecteur adjoint A.

5) Montrer que A (t) < 0, pour toutz € [0,7].

6) En déduire que u* = M, sur [0, T].

7) En déduire I’expression explicite de la vitesse optimale v* et la valeur de T'.




Untivenoite Abau- Bekn Belkoid Temcenm AU 269322

Facuf 16 des Sciemces Hodufe: Gw&nj;%
Départemert de Halfemaliques Rt
CﬁU\X%é e ﬁ' eXamMen i;\'mog
o moadie A maie e 2L

Exevcice /1 44 Sga‘w\\%.

1
& 'D Le Hmﬂ“wem H amecie an no\aeume Je Ccm\m Qe

H(s& ), T, 4,0 A 6), u), )

- A O u@ SETE)- ks®) 58] C)
A OO SOTO-LTO] +1TO.

> ‘_€/> e%ahm cl@) &M&%@) WL ee /Gec‘f.\m, m:lﬁ@mb
A (6= %H (S*0, T, A0, Ag(H), )@;

Q\ L) wHTE) +ﬁA (8) S8 ¢ @

2 | £



Aol = - % (54, T"
- (,l(e

13) Jes andibions de tanaveusalibé ),(M) ek A(Y
Q;ww\e_ “V(SCP) T_CP) 6, G\fd\a B o
5, (T) = W (M), THCW) =0

£ &(’l‘ zW (< em), T¥) = 0.

2) |
' ou

e

, ’ .
= (lH)- A (e) o) TW) (b

et L(sm T, 4,0, A, ul (©),6(8)

-..ﬁm— S(h. @

& 2) B\ &‘)n}g {)e ‘)mmu\se, Ae, fYMJY\UW\lAaJ\CSV\ cle. ng)\mag\me N0
BRI, MU, A, v, ) @

= wain RS, T*), A,(H) )&u Uy ).
W) elr,, ﬂ;xto ;]

-



(e (\AL\ c\equ\e

(1) A 0) i SO - R dylt) o705

- in] G030 1 SO - R > 50
(W) € [M,, 11y | x o, Ty ]

(avome e Haomihoviem e jejlmé aine en U ek T S
ek T¥(4) >0, pown fnk be o) T1 eben gialimmnd o
%6Bkd“ PM@V\E} Q) @E‘iemk

mmz{m ot M(E) LA(H)

ly ol A0 >Ab)

ol ' B
A9 (1) = {O " yitido @

My i A (B)>o

3)

34) Gm o,

q(e) ), (H)- e
- (0, (- 7, () 118 (TO-SH)eay®4 a0t

e, <4



Comme h, () = A, (T) = o, on obhiem
Ay §

& ) WC}(T )< 0 etqm‘) )\iCT) A (T) 0, cn{)mo
zx EX‘o\’Q £>0 MW?—\Q\AQIW\&ME \)ﬁ‘w(, \‘EE G[Mﬁ Or(b >0, powt
b e [T6,M), clahd - die (D) > A (e,wﬂg} )
s Ee [T ') ch puike c\‘o\?q,{)c;c\neohmii,ma
u¥ = M, am e, Tl

8 Gm o,
J, (0 = 4,00)- M%))u*({—)l& ) 2007

& ﬁ/\,L(F)-@*(E', Wﬁml: Ee(Me, 3

A, = L
By () <o, ook be 11T
mek N G | f@*(sc\S .
Lo ?m'\cf\cm Ly ﬁ : ) %“éh“}cxm\‘@hk

c\fc hauY)aM\t ek Comme eﬂ)e %F Ccry\hmke e(.—

(L ) (1) 4, =0, bk
e



.

VieL1-€,), H76E 1y o,

Mo,
™M e [Me,M), LE)>0 &-\W\"))

ﬁl» ?a/\ Cmé‘%{,y\k C\’O\‘)’kg, fo\ C‘M@D(‘\CS‘V\ Q,ﬁ)) on o

or— HB 2UN UP,E} T].

P@ma/m‘ue : Toun cette denriee G(uesh‘cvs , P&*E Vwmlna
£ =€

Exencice 2)\ ' 09 wa‘lfb
e Che C(W\\'h ?&a_

/D Le HO\‘W\KBY"\@Y\ H avocie o \3\\0\3
ophimal () & donmé pon
1 (uw, o0, @) = AG) (u(t)-5B)




3) Gma, .
e CT), 5% CT), A) = - 40 T (),
avee Aoefodl ek Y =T

Ceb_a - dine,

/\(T) (U*(T)__’\}*' (T)) = )\0 =, 4 )

5% (x‘)r\é t qxz@skc;v\ Pnécéclem , on o
A= c€f, pau bk b [6/T] avee ceR.
S‘Lq,ﬁx(o\m - Fd‘w\{ 4 T] Fﬁﬁqme )\(EC):O oftny
A((’) —G, Pmu'\}rfult' Eef_o ‘H ﬂ“xxﬂw\‘e A&Y@ (x Mo

| )\GZO) CGQ\AALW\'RQAL\:Q&\)MMCL\)QA&NMM_ \,}
N QY

()&{ ?dv\\‘(\;\o%@me N o, ‘\G\Jﬂ@M Q\‘)\o>=[=CGlo). \/
Em Cdnceﬂﬂdﬂ /\(Hiﬁ, Pow \*wb’&@[oivp] |

l‘") D‘&\y‘é %L?MJY\C&PEAE mm,ym&&\\cm e Em“nm\ww
H(u*ml W((H MO H( a
a &Fn vy S, ). 55 o)

b~



Cleb. a-dine,
AH) () %) = orion (A®) (w97

weln,n
Ce CYL“‘ c}\Gﬂ\Me
COAR) W) = ABW
W
Ao,

U (L) = { N sl A(H) >0
a1 Al <e.

5) Hontnows qie A(E) <o, pon fnk ke 0T
(oo A = CeE oNec Cc\R 2

A () >0, pom bk Ee Loy T ow A(H Lo, powt

bk belo T
Suw&d\@ QVU\?_ /\(E)?O) pawa Wt ke o, T] Odod\ﬁ

&V\-& {)a_ xc(weakcm F\WQ.CEO\QM\W: 7.4 (U - H Poth*e[oﬂl

i



(n Gwoidere Lo ?na‘oQa_zme Awicank
X = - H - o), be o]
5o) = o, ¥CT)=1
Dz ' équahon diPfenonielle, ma
(etory >‘ - _ftef, keloT
Ao

/

€ 5% (1)_9¥G) = - I (ép-’i) /\\
C'sh-d_die, I

[ 4

f’iT = ik firp-/l) quh\o\clickm\ |
Mow Thupdhre A(H >0, pow ok be [0, el Jhume
e ponpuite A(H<0, poa kb £ [o,7].

A
1) Gne,  ® (1
' {/@j{(t): - 4" U“); EGEOITJ/ :

S*(0)= 0, AF*CT)=A.

Q) D‘@_\)&g’ esg C{M@\\ax&o L) el 5)) on a. U¥=-T1 m/%l:l\
' .

.58



Comme A% (6)= 0, o\?m/) Cl’o—?/\é {‘é ({_LLOJ’IC’V\ &ﬁenmhe‘%
on o | <

aw* ()= H (1 et , bele, 1],
Naimbenant T conchihion 0% (T)=4 denme

/l - M (1_ C-T).
(ol _dure,
A e‘m‘
‘.\
A an c\:‘fmk



	Examen final
	Page 1
	Page 2
	Page 3
	Page 4
	Page 5
	Page 6
	Page 7
	Page 8
	Page 9

