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EXAMEN FINAL.

Exercice 1 : Contrôle optimal d’une épidémie : 11 points.
On considère le problème de contrôle optimal suivant

(1)


Ṡ (t) =−u(t)S(t)I(t)− kv(t)S(t), t ∈ [0,T ] ,
İ (t) = u(t)S(t)I(t)−αI(t), t ∈ [0,T ] ,
S (0) = S0, I (0) = I0,

min
T∫
0

I(t)dt.

où T > 0 fixé, S(t) (resp. I(t)) est la taille de la population sensible (resp. infectée) au
temps t. Il y en a deux variables de contrôle, le taux de confinement u et le taux de vaccination
v. Deux paramètres donnés sont α > 0 et k > 0 (efficacité de la vaccination). On suppose
que S0 > 0 et I0 > 0 et les contrôles u ∈ L1([0,T ]; [M1,M2]) et v ∈ L1([0,T ]; [0,M3]) avec
0 < M1 < M2 et M3 > 0.

De plus on admet que pour tout contrôle u et tout contrôle v, le problème initial suivant Ṡ (t) =−u(t)S(t)I(t)− kv(t)S(t), t ∈ [0,T ] ,
İ (t) = u(t)S(t)I(t)−αI(t), t ∈ [0,T ] ,
S (0) = S0, I (0) = I0.

admet une unique solution globale (S, I) avec S (t) > 0, pour tout t ∈ [0,T ] et I (t) > 0,
pour tout t ∈ [0,T ] .

1) On note par λ = (λ1,λ2) le vecteur adjoint, (u∗,v∗) le contrôle optimal et (S∗, I∗) la
trajectoire optimale.

1.1) Écrire le Hamiltonien H associé au problème de contrôle optimal (1).
1.2) Écrire les équations des extrémales sur le vecteur adjoint.
1.3) Écrire les conditions de transversalité λ1 (T ) et λ2 (T ) .
2)
2.1) Calculer les dérivées partielles ∂H

∂u et ∂H
∂v .

2.2) En déduire que

u∗ (t) =
{

M1 si λ2 (t)> λ1 (t) ,
M2 si λ2 (t)< λ1 (t) ,

et

v∗ (t) =
{

0 si λ1 (t)< 0,
M3 si λ1 (t)> 0.

3) Pour tout t ∈ [0,T ], on pose par définition q(t) = λ2 (t)−λ1 (t) .
3.1) Calculer q̇(T ).
3.2) En déduire que u∗ = M1 sur [T − ε,T ], avec ε > 0 suffisament petit.
3.3) Montrer que v∗ = M3 sur [T − ε1,T ], avec ε1 > 0 suffisament petit.
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Exercice 2 : Contrôle optimal de la vitesse d’un véhicule : 09 points.
Un véhicule de masse unitaire a une vitesse v. Une force u peut être appliquée et un terme

de traînée linéaire agit sur le véhicule, de telle sorte que la dynamique du véhicule est

v̇(t) = u(t)− v(t) .

Initialement le véhicule est à l’arrêt, c’est-à-dire v(0) = 0. Le but est de conduire le véhi-
cule en temps minimum T à une vitesse v(T ) = 1. En résumé, on a le problème de contrôle
optimal suivant

(2)

 v̇(t) = u(t)− v(t) , t ∈ [0,T ] ,
v(0) = 0, v(T ) = 1,
min(T ) ,

où u ∈ L1([0,T ]; [−M,M]) avec M = 1
1−e−10 .

On note par λ le vecteur adjoint, u∗ le contrôle optimal et v∗ la vitesse optimale.
1) Écrire le Hamiltonien H associé au problème de contrôle optimal (2).
2) Écrire l’équation de l’extrémale sur le vecteur adjoint.
3) En utilisant la condition de tranversalité sur le Hamiltonien en temps final T , montrer

que λ (t) 6= 0, pour tout t ∈ [0,T ].
4) En utilisant la condition de minimisation de Pontriaguine donner l’expression du

contrôle optimal u∗ en fonction du vecteur adjoint λ .
5) Montrer que λ (t)< 0, pour tout t ∈ [0,T ] .
6) En déduire que u∗ = M, sur [0,T ].
7) En déduire l’expression explicite de la vitesse optimale v∗ et la valeur de T .
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