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CONTROLE CONTINU.

Exercice 1 : Controle d’un réacteur chimique : 10 points.

On considere un réacteur chimique avec deux especes dont les concentrations sont notées
(x1,x2). On peut piloter le fonctionnement du réacteur par un contréle u a valeurs dans U =
[0, 1] (on pourra penser a une température normalisée). Lorsque u = 0, I’espece 1 est produite
a taux o et rien ne se passe pour I’espece 2 (sa concentration reste constante). Lorsque u = 1,
I’espece 1 est consommée a taux B et I’espéce 2 est produite a taux Y a partir de 1’espece 1.
Les parametres «, B, ¥ sont des réels strictement positifs. Lorsque le contréle u prend des
valeurs entre O et 1, le comportement du réacteur est décrit par interpolation linéaire entre
les deux situations décrites ci-dessus. Notre objectif est de trouver un contrdle optimal u* de
facon a de minimiser —x, (7). En résumé, on a le probleéme de contrdle optimal suivant

xp (1) =(a—(a+B)u(t))x (t),t€[0,T],
xy () =yu(t)xi (1), t €[0,T],
x1(0) =, x2(0) =9,

min (—x (7)),

6]

ou T > 0 fixé est la durée de fonctionnement, x(l) > 0, xg > 0. On considere des contrdles
dans Z = L«([0,T];U).

1) Montrer que x; () > 0, pour tout ¢ € [0,7].

2) Ecrire le Hamiltonien associé au probléme de contrdle optimal (1).

3) On note par A = (A1,4;) le vecteur adjoint.

(a) Ecrire les équations des extrémales sur le vecteur adjoint.

(b) Ecrire les conditions de transversalité sur le vecteur adjoint.

(c) En déduire des questions (a) et (b) que A,(¢) = —1, pour tout ¢ € [0, T].

(d) En utilisant la condition de minimisation de Pontriaguine montrer que le contréle op-
timal u* est donné par

W (f) = 0si (+B)A(r) +7v<0,
| Isi (a+B)A (1) +y>0.
(e) En déduire que u* (t) = 1 sur [T — €,T], avec € > 0 suffisament petit.
(f) Pour tout ¢ € [0, 7], on pose par définition ¢ (t) = (ot + B) A1 (¢) + 7. Soit 7y un temps
tel que @ (f9) = 0. Démontrer qu’alors on a nécessairement @’ (fy) # 0 et en déduire que

I’ensemble {7 € [0,T]/ ¢ (t) = 0} est de mesure nulle.
(g) Que peut-on en déduire sur le controle optimal u™* ?



Exercice 2 : 10 points.

Considérons une riviere suffisamment large et droite, ol la vitesse de I’eau v augmente
linéairement avec la distance x; de la rive de la riviere, ¢’est-a-dire v (xp) = ax;, avec a > 0
etxy > 0.
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La dynamique d’un bateau sur la riviere est donnée par

Xy (t) =axy (t)+u (t), t €[0,T],
2) X (t)=uy(t),t €[0,77,
X1 (0> =0,x (0) =0,

ou x est la position du bateau le long de la rive droite du fleuve, x, est la distance du rive
de lariviere, uy, uy sont les entrées le long de x| et x avec |u;| < 1, pouri=1,2etT > 0est
fixé.

Notre objectif est de minimiser —x; (7'), ot x| (T) représente la distance parcourue le long
de la rive du fleuve.

1) Ecrire le Hamiltonien associé au probléme de contrdle optimal (2).

2) On note par A = (A1,A,) le vecteur adjoint.

(a) Ecrire les équations des extrémales sur le vecteur adjoint.

(b) Ecrire les conditions de transversalité sur le vecteur adjoint.

(c) En déduire des questions (a) et (b) que A;(r) = —1 et Ay(t) = a(t—T), pour tout
t€10,7T].

(d) En utilisant la condition de minimisation de Pontriaguine déterminer le controdle opti-
mal (u},u3).

(e) En utilisant la condition de minimisation de Pontriaguine déterminer le contrdle opti-
mal (u},u5) si on remplace la contrainte |u;| < 1, pouri = 1,2 par u? +u3 < 1.
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