
Université Abou-Bekr Belkaid Tlemcen Année Universitaire : 2023-2024
Faculté des Sciences Module : Contrôle optimal
Département de Mathématiques Date : 09-05-2024

Niveau : Première Année Master Biomathématiques et Modélisation

CONTRÔLE CONTINU.

Exercice 1 : Contrôle d’un réacteur chimique : 10 points.
On considère un réacteur chimique avec deux espèces dont les concentrations sont notées

(x1,x2). On peut piloter le fonctionnement du réacteur par un contrôle u à valeurs dans U =
[0,1] (on pourra penser à une température normalisée). Lorsque u= 0, l’espèce 1 est produite
à taux α et rien ne se passe pour l’espèce 2 (sa concentration reste constante). Lorsque u = 1,
l’espèce 1 est consommée à taux β et l’espèce 2 est produite à taux γ à partir de l’espèce 1.
Les paramètres α , β , γ sont des réels strictement positifs. Lorsque le contrôle u prend des
valeurs entre 0 et 1, le comportement du réacteur est décrit par interpolation linéaire entre
les deux situations décrites ci-dessus. Notre objectif est de trouver un contrôle optimal u∗ de
façon à de minimiser −x2 (T ) . En résumé, on a le problème de contrôle optimal suivant

(1)


x′1 (t) = (α− (α +β )u(t))x1 (t) , t ∈ [0,T ] ,
x′2 (t) = γu(t)x1 (t) , t ∈ [0,T ] ,
x1 (0) = x0

1, x2 (0) = x0
2,

min(−x2 (T )) ,

où T > 0 fixé est la durée de fonctionnement, x0
1 > 0, x0

2 ≥ 0. On considère des contrôles
dans U = L∞([0,T ];U).

1) Montrer que x1 (t)> 0, pour tout t ∈ [0,T ] .
2) Écrire le Hamiltonien associé au problème de contrôle optimal (1).
3) On note par λ = (λ1,λ2) le vecteur adjoint.
(a) Écrire les équations des extrémales sur le vecteur adjoint.
(b) Écrire les conditions de transversalité sur le vecteur adjoint.
(c) En déduire des questions (a) et (b) que λ2(t) =−1, pour tout t ∈ [0,T ].
(d) En utilisant la condition de minimisation de Pontriaguine montrer que le contrôle op-

timal u∗ est donné par

u∗ (t) =
{

0 si (α +β )λ1 (t)+ γ < 0,
1 si (α +β )λ1 (t)+ γ > 0.

(e) En déduire que u∗ (t) = 1 sur [T − ε,T ], avec ε > 0 suffisament petit.
(f) Pour tout t ∈ [0,T ], on pose par définition ϕ (t) = (α +β )λ1 (t)+ γ. Soit t0 un temps

tel que ϕ (t0) = 0. Démontrer qu’alors on a nécessairement ϕ ′ (t0) 6= 0 et en déduire que
l’ensemble {t ∈ [0,T ]/ ϕ (t) = 0} est de mesure nulle.

(g) Que peut-on en déduire sur le contrôle optimal u∗ ?
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Exercice 2 : 10 points.
Considérons une rivière suffisamment large et droite, où la vitesse de l’eau v augmente

linéairement avec la distance x2 de la rive de la rivière, c’est-à-dire v(x2) = ax2, avec a > 0
et x2 > 0.

La dynamique d’un bateau sur la rivière est donnée par

(2)

 x′1 (t) = ax2 (t)+u1 (t) , t ∈ [0,T ] ,
x′2 (t) = u2 (t) , t ∈ [0,T ] ,
x1 (0) = 0, x2 (0) = 0,

où x1 est la position du bateau le long de la rive droite du fleuve, x2 est la distance du rive
de la rivière, u1, u2 sont les entrées le long de x1 et x2 avec |ui| ≤ 1, pour i = 1,2 et T > 0 est
fixé.

Notre objectif est de minimiser−x1 (T ), où x1 (T ) représente la distance parcourue le long
de la rive du fleuve.

1) Écrire le Hamiltonien associé au problème de contrôle optimal (2).
2) On note par λ = (λ1,λ2) le vecteur adjoint.
(a) Écrire les équations des extrémales sur le vecteur adjoint.
(b) Écrire les conditions de transversalité sur le vecteur adjoint.
(c) En déduire des questions (a) et (b) que λ1(t) = −1 et λ2(t) = a(t−T ) , pour tout

t ∈ [0,T ].
(d) En utilisant la condition de minimisation de Pontriaguine déterminer le contrôle opti-

mal (u∗1,u
∗
2) .

(e) En utilisant la condition de minimisation de Pontriaguine déterminer le contrôle opti-
mal (u∗1,u

∗
2) si on remplace la contrainte |ui| ≤ 1, pour i = 1,2 par u2

1 +u2
2 ≤ 1.



tln^.ver,;hé At ^. 
Bef*''- B"tÊcJ Tt *.* A. U , ', 9.a)3- W

F.*ritH Je^ S,.e,nc*n ft-J,'Ul Cour fnaP"

[ép.,r-be,m;È J" H^hftc'rn^h1^^* "Ph'*"g

Niveorr-: 
pn *i.* Arnmée H*be,u Bio,rno$,a**!l* eb nsÀet'DoL*'

(' --I lr.*t^St".^h*r^
Lcnru-Ag cilr qcnlltui-**t -

.rl
D.ielrtce-+_, {o g'i*k

{) l\e^fno.^DYt* xâtb))0r f*h^b be b,,T]

{€* ,rneïf,J* : Supgerôl^D 9* o}^^^J* ï' ,.l- *'r!'-

umgamtÇe1o1T1'rt^Y*Xo[b*)=oeblcu)>o)ld\,l

t*t be [o,F*[ n

6* cod àan" t" lnotb-" àt G"tq'âD^'^eqn[ (

( x) (b) = ('t- cdtp)u($) Io(tL eî)
I XO(bJ = \./\ \"'' F/ r ' \I)/

L xt (t*) = 
Ô,

L" pnotbr"ç J" G*d^* kÎ^ ) ^l*t àu"' *fl*l''*

t* çrn h*:; { d c*, i J*,hy.,,"''b ^^'t{",,
fuh.^.\i.É ."" \in"tb^" J" (-".r%(cr,) 

"J*'b
Urr\e- umrqre td^thun J'*f* 1" nAær* J'ex^\e^t
tt- Jl un"i.ik à" G"q- hp&%,

*+-



0fo'rtnaïfr*le 
"

Cvn *r

Ât^,

x4 [b)

I
xlcr)

xoto)

= (x- (x+ Hu(H)
axi

r"(t), Fe[orO

b

l-
f-

(x+P) uts;)âs

o )ebc-o/r L> t

| ?^t*[ b*[',T]

Çt(u-r,+P) usÙJs -d'. - ' ;?-rI te ['T]1.

ô
nrl.

)o

)" - t* tt*,*Sho**n ano<ié ou frrotqÀ^" Jt*^!tôk

ugllr**t (tr) el-J.n*ô P''

&tt)/ À4tF), tratf), u tO)

(a - t*+p u(bt xr(r) +

v_
J", *^ft*rrt "{* 4^v\ t, *.k^(a) t , {q1*h6$â

T,. -L}

AdSct\N\r
lili

I^^ ?',t y. 1'^b be [o,,TJ, ûî d.-

}{ (xo(b),

= I4tt-) {uG) xotuh"(9

_2-



l"tH: ?A(xT,
ax{

Ë. , Ào, trr,tJ*),

h,-1*f*- uqh^*{'

Ct q4à*"g

litrl

6m o,

Ào$;

-

où. un qT-{u confnôt 
"pt"ù^"t 

eb (Ë,Ël+{^

/4

: ("np)utb) -'r))ntr) *Yutb)à(o 69

= 
Ô,

C) 1"^ .*Jtcn^ô J,. hn'$" 4^,,L B" oy"J.*"J1*[.

tF

-3-



(c) (o*nn"

A1*,

f$Y* f"^t beÉ 
'1J,

, I Tbetr,\l.

^Ltb) 
= -L, P* tuv

(r)

e" qu,L e'n[-notnn- te,t

6rn o,-,

If txf, \T,\t,h*,u*) =ffi,|'{txf' rI'\'À''@

C. ryn Ào*",

t * (d*r) Ào*) -yl r.flcu) xorL) =#iË(*+p)[r''y)"t]

t,nm" & tL) >o' lN f- F[eL''Î] s'n obh'*L

Ko* Ë) Ànttir.'1l u*rL) = Hf, hh' 
Àntt)-\14

-J4-



e)

(fl

[s",n,,r" QoP ) ÀutT)tY= Y 2o t

L r--; trr(t-)

Fhb ht A^" [ot* il 
^n(t)+Y 

) o, p*" t*b b*[T-Ê,!,

Ce- y* r*h** 1rr. u*( l)=4, p6r,tPltbln t^t

be [T-Ê, T].

) O,n ^z

T'(h) = [xtp) U(h)

= (,(tP)[6.np),u(b.) -)Lth) +Y uttil

: 6+p [(r+p)uttJ-,() Y= + Y ut$]
' ot+P

:' k*?) aY 
= d,y 20.'r:) ,t+P \

A?^a t. 6enor Jrtfui* Lr+{Cf; ae,nb xo{a

.b rn eor^Év'e*b t'<rn,e*Le" lt n [0, T] lrrc)=
gi- J<- nrn<-u^ure*df"

-5-



er (+), ,l-,er.tL 1,^.t*e)

,Ë),

D'oÉ b q"*h*o 6) er (f), 'd-

c*fnôt" "th*S 
t.Ë +!*r5-t'€

E(€Aci ..L-30P'"'h

L) L€- t\-,r^itb.^ie,n S amecié or'gn"ttA'*J" c^nfnah

oph*"Î &) qFà-^'ne f'
f\ c*rru), À{tU, btt), un$,btt1) =,\n(,f) 

(r5tÛnualH)+Utb)qtb)

?^ ?t\tY,* h,,b b e [0, TJ, ôn c--

r\
Ls qru dot^Jr\e/

\
,lt

À[b) = oai)

(tçù

-6_



tt ) l* c*ùh*o J" h.*.or*orl^k,lutrr t" n}.J*,* 
"Àf'trt

- ,L cor Y txn( \l ,xr[T)) = - 
\4tTt

rb
À"tT) :

cc) (rno-,, 

l))(F)=d, Leto'Tl,

t ÀocT )= -4

N*, 
/ntU)= - 

4, ?d\,^ 
t*.t Ee L.,TJ.

De rrnârr*zu 
T litf) = L, belo,Tl 6È
f À"s)=o- a

At-, )"Cq : *Lt-1' Pd*,,th*b 
bebrTJ'

-ï^-

rytx;(T), r;(T))
3x+



U ) ch{ o-)

ft (xi, Ào,\r,uil, û;) 
= ëb :l* y, L,Ùo,|,

a@
Ce 1,o à-*.,

,zl I r l-t %f- u-àtJw,

ltÏ*, 
,

(uï(b), tf Gt,; = W,L), p^ l'^t [e brT]'

*g_



[orn * t* |\"*th"*"^ *]t^rnéôir\a- tr ù{ eb t>, eb{* t.^{"

{e,.r,né. 
A qb ce,nvexe/ ^t* fl. tt^h'on Of , .f )o. fn.rue

,v^NL;"a Jo A, c'sb-à-J^e ft c""cte Jt t"^l'n'

o eb â.r"q*a
sn rr 

^f"*nË=4,
e^\noi*"*;7 

t\Æ..'

conurne ,Ltb) = -4'Lot * ?n*'J ùr= *ffi

tu?*,

eb

hl* t

6m ^r

{tt,ur1

fico)=

ficnU

rii

nl \

1i (tb) =

\T2,

---\W
oe)

4d-Cb-T) / o <qYL<L'

V ça,(b-T) =ovry
w=

o1tÏr1{.

o- CT-b)

^s-

Væ?G4



G'nxnr - '3\.1,"v" \- 
fi,, f #LL)= 0.d Ct_tf y ,n\ {ry;vg t \

t , ^Ë,,& 
q!T-1!|-- qL,rrn ^trJr r,nttt^t F"^fl

On *J*. L T*t"P"-* J" txni*h'*o au'us**b

f,'tnrr1

ae11)

En.*.lu*,à c-^t-nat ugl-^^t. Uî,tf) qrL J*,, upT

(uï,ry) fu,ffi) @

^{û-


	essai
	Page 1
	Page 2
	Page 3
	Page 4
	Page 5
	Page 6
	Page 7
	Page 8
	Page 9
	Page 10

