Université Abou Bekr Belkaid Tlemcen. 1°7¢ année Master (2023/2024).
Faculté des Sciences Durée 1h30', le 14/01/2024.

Examen Final -Master Biomathématiques-
Controle des Systémes

Exercice 1 (12 Points)
On considére le systéme linéaire controlé suivant:

$1:$1—$2+IE3+U1+U2
(S) .jfgzil?l

jﬁg = —2.731 + T9 — 2I3 — U1

Pour tout (¢t € [0,T]),T > 0 avec un état x(t) = (x1(t), x2(t), x3(t)) a valeurs dans R?® et un controle
u(t) = (uy(t), us(t)) a valeurs dans R.

1. Etudier la contrdlabilité du systéme dans le cas ot u; = 0 puis dans le cas ol us = 0.
2. S’il fallait supprimer un des deux controles suite & un probléme technique, quel choix feriez-vous?

3. On suppose que I'autre choix est fait. Décomposer le systéme résultant de ce choix en sous-systéme
controlable et sous-systéme non controélable.

4. Stabiliser le sous-systéme controlable en plagant ses poles en (—1).

5. Que pouvons-nous conclure sur la stabilisation du systéme complet (i.e. d’ordre 3)7

6. On considére maintenant une sortie associée au systéme (S) pour observer la premiére composante de
I’état.
Ecrire le systéme augmenté par cette observation puis étudier son observabilité.

Exercice 2 (08 points)

On considére le systéme suivant:

T1T9 — m? 0
. T 24+ 21‘3
CTOR Sl B A R T (M)
.7312 + 29

Y= T4

Sur le domaine : D = {z € R*/ x5 # —1} .

1. Trouver le degré relatif associé au systéme (M).
2. (M) est-il complétement linéarisable?

3. Préciser le changement de variables a effectuer.

Remarque: L’usage des téléphones portables est strictement interdit. Bon courage.
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Exercice 1
Le systéme (S) donné s’écrit sous la forme : @(t) = Az(t) + Biuy + Bous(t) ow:

1 -1 1 1 1
A= 1 0 0 , By = 0 ,Bo=1| 0 | .(1point)
-2 1 =2 -1 0

1. En supprimant le premier controéle, on obtient la matrice de Kalman associée & ce premier cas :

Y1 = (B2> ABQa AQBQ)

1 1 =2
= 0 1 1
0 -2 3

rg(¢y) = 3(1lpoint)

Le systéme sans le premier controle est donc contrélable.

En supprimant le deuxieme controle, on obtient la matrice de Kalman associée a ce deuxiéme cas :

P2 = (BlaABlaAQBl)

1 0 -1
= 0 1 O
-1 0 1

rg(pz) = 2(1point)

Le systéme sans le deuxieme controle est non controlable.

2. En cas de probleme technique il vaut mieux supprimer le premier controle pour garder une controlabilité
totale sur le systéme.(1point)

3. L’autre choix est fait, donc le controle uy est supprimé, on obtient le systéme : &(t) = Az(t) + Buy

1 -1 1 1
Ou: A= 1 0 0 ,B=DB, = 0 qui n’est pas controlable, nous voulons le décomposer
-2 1 =2 -1
en sous-systéme controlable et sous-systéme non controlable.
Pour former la matrice de passage T', nous choisissons les deux premiéres colonnes linéairement indépen-

dantes de ¢,, que nous complétons par une colonne appropriée de la base canonique, de facon a former
une nouvelle base de R3.

1 01
T= 0 1 0 | (1point)
-1 0 0



1
A = T'AT
00 —1 1 -1 1 1 01
= (01 0 1 0 0 10
10 1 -2 1 =2 -1 00
0 -1 2
= 1 0 1 :(AO” ﬁm)(lpmnt)
0 0 -1 22
00 —1 1 1
B=T"'B=(01 0 = :( 01>(1p0mt)
10 1 —1 0
Avec:
0 —1 2 1
An:(l 0 );A12:<1);1422:(—1);31:(0)3
Vérification:

0 —1 1 0 . 10 .
Ona:AllBlz<1 0 )(0):<1):d0an01:<0 1)a7’9(901):2-

= Le sous-systéme de dimension 2 défini par la paire (A1, By) est bien controlable.

Le systéme décomposé est donné par:

T,y [0 -1 T 1 : )
< oy ) = ( 1 0 ) < . ) + ( 0 ) u  (Partie controlable).

< Ty ) = (—1)(73) (Partie non controlable).

4. Pour simplifier les notations, on pose maintenant : x = ( ;1 )
2

Afin de stabiliser le sous-systéme controlable, on considére un retour d’état linéaire : v = Kx comme
suit:

#(t) = Ana(t) + Biui(t) = (An + BiK) x(t)

(A + BiK) = ((1) —()1)+((1)>(k2 ,ﬁ):(kf k:lO—l)

— 2 _ _ ;
(Alﬁeglm(/\) = A — koA + (1 — k1) (1point)

Pour placer les poles en (—1), il faut que : det(a,,+5,x)(A) = (A +1).

Par identification, on trouve:

—ko =2 by — —9 .
{ (1_12?1) =1 = 21 —0 (0.5point)

T2

Done : K = (=2,0) et u = (—2,0) ( 1 >



5. Puisque le mode propre non controlable est asymptotiquement stable, (il est donné par 1’équation
I3 = —T3), alors, le systéme d’ordre 3 est stabilisable.(1point)

6. Le systéeme augmenté par la sortie qui observe la premiere composante de 1’état est donné par :

{ &(t) = Ax(t) + Biug + Baua(t)
y(t) = 2:1(t) = C(t)

OuC=(1 0 0).(0.5p0int)

La matrice d’observabilité de Kalman est donnée par:

C
0= CA |,
C A2
1 0 0
§ = 1 -1 1 |,
-2 0 -1
rg(d) = 3,
Donc le systéme est observable.(1point)
Exercice 3 (06 points)
On considére le systéme suivant:
T1Ty — T 0
. T 2+ 2I3
(M) —3 1 (M)
ZE12 + ) 0
Y =T

Sur le domaine : D = {x € R*/ z3# —1} .
1. Trouver le degré relatif associé au systéme (M).

Le modele (M) est sous la forme : { z = f(z) + g(z)u

y(x) = h(z)
T1Ty — :L':f 0
242 .
flz) = _x;:?) g(x) = 1 3 ; h(z) = x4.(0.5point)
112 + 19 0
On a
0
2 + 2333
Lgh(x):(OO()l) ]
0
= 0.(0.5point)
Puis



T1T9 — T

L) = (0 0 0 1) _523
T1% + 19
= 21 + 22.(0.5point)
Et
0
Ly(Lih(z)) = (22, 1 0 0) 2+12$3
0

= 2+ 2$3
# 0 sur D.(0.5point)

Finalement, on a:

L, (Lih(x)) =0,Yr € D
Ce qui veut dire que le degré relatif est r = 2. (1point)

{Lw@y:o

2. Le systéme n’est pas complétement linéarisable, il est seulement partiellement linéarisable. (1point)

3. On considére le changement de variables :

Zl h(ZC)
Nz | | L@ |
7 = 7z, | = qj;(x) (0.5point)
Zy qa()

Ou g3(z) et g4(x) sont choisies de sorte que Z = ®(z) soit un diffeomorphisme.
Donc :

Zl Ty
7 Zy _ 112 + 19
Z3 g3(z)
Zy qa()
0O 0 0 1
D®(x) 2? (1) 8 8 (0.5point)
0 010

det DB(z) = 140

Les deux derniéres lignes de D®(z) sont choisies de la base canonique.

Ce quifu que (271 ) = ((11).



Zy Xyg

7 — Zy _ 112 + 19
Z3 I
Zy T3
Ty =2y
Ona, x1 =23 donc Zo =73+ 19 = 19 = o — Z3.
T3 = Z4

Puis - 4 T1 = T1%2— v} = Zs =iy = Z3(Zo — Z3) — Z3
’ T3=-—X3+u=Ly=%3=—Zs4+u

On obtient :
T Z3
) i Z2 — Zg
3 | Zy
Ty Zl
Et
Z1 Za
Zy | | 0(2)+a(Z)u ,
0| = Z:;; (0.5point)
Zy Zy
Et comme :
T1T2 — T4
T
Lih(z)= (221 1 0 0) _;3 = 211 (2105 — 3) + 21.
.CE12 + X2

= b(x) = Lih(x) = 221 (2120 — 23) + 21 = W(Z) = 223(Zy — 223) + Z3.(0.5point)

et a(z) = Ly (Lyh(z)) =2+ 223 = a(Z) =2+ 22, (# 0) . (0.5point)

Et le controle:

Cu)—(2)
uzw) = TS W
= U(t)_[2232(%2;4223)+Zg](1pomt) (5)

Ou v(t) est le nouveau controle.
Le systeme partiellement linéarisé s’écrit alors dans les nouvelles coordonnées:

7 2

Z‘ v

Z-2 = Z3(Zy — Z2) — 73 (0.5point)
24 ~at 2+ 27,

Ou alors :



-

Zs
v
Z3(Zy — Z3) — 73
272(Zy — 272) + Z3
2+ 27,4 )}
Zs
0

Z3(Zy — Z3) — Z3

|

272(Zy — 272) + Zs
2+ 27,

1
2427,

+

—_o = O

2427,



