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Exercice 1(6 pts)

1. Les points du plan sont repérés par leurs coordonnées polaires (r,0), ou
r =0 et 0 <0 < 2m. Rappeler l'expression de la solution u de I'équation de
Laplace relative a un disque de centre l'origine du plan.

2. La fonction f:R? 3 (x,y) — f(x,y) = x?y?, est-elle harmonique ?

3. Donner, en coordonnées polaires (r, 9), la solution de I'équation de Poisson,
relative a un disque de centre l'origine du plan, suivante: — A u = r2.

Exercice 2(7 pts):

On considere les deux problemes suivants :
(D){utt—4uxx=x+t, x€R, t>0

u(x,0) = 0 = u.(x,0), x € R.

(cﬂ){utt—éluxx:O, xeER, t>0
u(x,0) = e*, u(x,0) =1, x € R.
1. De quel type sont ces deux problémes et que représente chacun d’eux ?
2. Résoudre le probléeme (D).
3. Ecrire la solution du probléme (A), et en déduire celle du probléme
U — 44Uy =x+t, xXER, t>0
(W) { u(x,0) =e*, u,(x,0) =1, x € R.
Exercice 3(7 pts)
Soit le probléme de la chaleur suivant :

1

ut—ﬁux,C:h(x,t), 0<x<1, t>0

() w0 = fa),  0=x<1
u(0,t) =0=u(1,t), t>0
1. Résoudre le probleme (}[fh) pourh =0 et f(x) = sin(mx).
2.0nprend h(x,t) = e tsin(mx) et f = 0.
Déterminer une solution de (}[fh) sous la forme u(x,t) = C t et sin(7mx), ott C est
une constante réelle.
3. En déduire la solution générale du probléme (S’-[fh) pour h(x,t) = e tsin(mx) et

f(x) = sin(mx).

Bonus (3 pts) : Soit u une fonction de classe C* dans un domaine borné Q. c R". On
suppose que u est harmonique. Montrer que
ou
u—ds =0,
o On
ou n est la normale unitaire dirigée vers l'extérieur de ().
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Corrigé
Exercice 1(6 pts)

1. En coordonnées polaires (r, 0), la solution u de I'équation de Laplace, relative a
un disque de centre l'origine du plan, est donnée par :

u(r,0) =a, + Z(an cos(nb) + b, sin(n@))r™.

nz1

ol a,, a, et b, sont des coefficients réels. (2 pts)
2. Soit la fonction f:R?* — R, f(x,y) = x%y?.
f est harmonique si et seulement si Af (x,y) = 0 pour tout (x,y) € R% Ona

0% f 0%f
Af(x,y) =ﬁ+a—yz= 2_’)12 + ZXZ.

On remarque que Af(x,y) > 0,V(x,y) € R*\{(0,0)}. Donc fn’est pas
harmonique. (2 pts)

3. Donnons, en coordonnées polaires (r, 0), la solution de I'équation de Poisson,
relative a un disque de centre l'origine du plan, suivante: — A u = r2.

Cette équation est linéaire, donc sa solution est la somme d’une solution particuliere
et d’'une fonction harmonique.

Déterminons une solution particuliére: On sait que r* = y? + x2.

D’apres la question 2, nous pouvons écrire,
, 1 1
r?=A(f(oy) = —A| =5 f(oy) | = —Ag(r,60)

ou g(r,0)= —%f(rcos@,rsin 0) = —% r* cos? 0sin® @ = —%r“ sin?(26).

Donc la fonction g est bien une solution particuliére puisque, —Ag(r,0) = r2.
La fonction harmonique est fournie par la premiéere question.

En conclusion, la solution de I'équation de Poisson, — A u = r? est

u(r,0) =a, — %r‘* sin?(20) + Z(an cos(n@) + b, sin(nf))r™. (2 pts)

nz1
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Exercice 2(7 pts):

On considere les deux problemes suivants :
(D){utt—4uxx=x+t, x€R, t>0
u(x,0) = 0 = u,(x,0), x € R.

(cﬂ){utt—éluxx:O, xeER, t>0
u(x,0) = e*, u(x,0) =1, x € R.

1. Les deux problemes sont de type hyperbolique. lIs représentent I’équation des
ondes planes. Le probleme (D) est non homogéne avec conditions initiales
homogeénes. L'autre est homogéne avec conditions initiales non homogenes. (2 pts)
2. Résolvons le probleme (D). Par le principe de Duhamel, la solution de (D) se

déduit du probleme suivant d’inconnue v(x, t, s) ou s est un parametre réel :

{ Utt—4—vxx=0, XER, t>0
v(x,0,5) =0, v.(x,0,s) =x+s, x € R.

Par la formule de D’Alembert, nous avons

1 x+2t
v(x, t,s) = 2—]

x—2t

x+2t

1
v:(y,0,s) dy=Z] (y+s)dy
x—2t
x+2t

1r1
v(x,t,s) = 7 [zyz + Sy] = —[4xt + 4st] = xt + st.

1
x—2t 4
Maintenant, la solution de (D) est donnée par
t t
u(x, t) = f v(x,t —s,s)ds = f (x(t —5s)+s(t— S))ds
0 0

t

t 1 1
= f ((t—x)s—s?+xt)ds = [—(t—x)s2 ——s3 +xts]
0 2 3 0

1 1 1 1
u(x, t) = E(t —x)t? — §t3 + xt? = Extz + gt3. (3 pts)

3. - Ecrivons la solution du probléme (A):

Le probleme étant homogene avec CI non homogenes, et x parcourant R, nous

appliquons la formule de D’Alembert :

x+ct

u(x, t) = %(u(x + ct,0) + u(x — ct, 0)) + 2—1CJ u,(y,0) dy

x—ct

1 x+2t
u(x, t) = E(ex”t +e*72t) + ZJ dy = e*ch(2t) + t.(1 pt)
x—2t
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- Solution du probleme
U — 44Uy =x+t xER, t>0
(NFH) { u(x,0) = e*, u(x,0) =1, x € R.
Ce probléme est linéaire, sa solution est donc la somme de la solution du probléme
homogene avec CI non homogeénes et celle du probleme non homogeéne avec CI

homogeénes, i.e. la solution de (N"H) est somme de la solution de (D) et celle de

(A). On trouve,

1 1
u(x, t) = Ext2 + gt3 +e*ch(2t) + t. (1 pt)

Exercice 3(7 pts)
Soit le probléme de la chaleur suivant :

1
Pux,C:h(x,t), 0<x<1, t>0

h
N wee0) = FG0, 0=x=1
u(0,t) =0=u(1,t), t>0
1. Résolvons le probléeme (}[fh) pourh =0 et f(x) = sin(mx).

ut—_

La variable x appartient a un intervalle borné, le probléme est linéaire, nous

utilisons la méthode de séparation des variables. En posant u(x,t) = X(x)T(t)

on obtient
1
T'X —=TX" =0.
[
D’ou
T 1X" _ T’ _ 1 X"
T mn2X T n2X'
Les variables t et x étant indépendantes, il existe une constante réelle A telle que
Tl B /1 3 1 Xll
T 7 m2X’

On aboutit ainsi aux deux équations suivantes
T"—AT =0 et X" — Am?X = 0.
- Résolvons l'équationen T :
T'—AT =0=T' = AT = T(t) = ke™.

La température T doit étre bornée, on prend donc A < 0,i.e. A = —a?,a = 0.
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- Résolvons I'équation en X avec A = —a?:

X"+ a’n?X = 0.
L’équation caractéristique est: r* + a’n? =0, r = ita ou r = —ina.
D’oul X(x) = Acos(amx) + B sin(amx).
Déterminons les constantes A et B.
Ona u(0,t) =0 =u(1,t) pourtout t >0, d'ou X(0) =X(1) =0.

X(0)=0 A=0
X(1) = 0} {A cos(am) + B sin(am) =0

On arrive a I'équation B sin(am) = 0. Sion prend B = 0, on trouve X = 0, solution
refusée. Prenons alors sin(am) = 0.
sin(ar) =0= a =n,n € N.
En conclusion, une famille de solutions en X est :
X, (x) = A, cos(nmx) + B, sin(nmx)
Et une famille de solution en T est :
T, () = ke ™, car A = —a? = —n?.
En conséquence une famille de solution en u est
u,(x,t) =X, ()T, (t) = e‘”zt(an cos(nmx) + b,, sin(nmx))
oul’'on a posé k,A, =a, etk,B, =b,.
Par le principe de superposition on trouve
u(x,t) =ay + Z e‘"zt(an cos(nmx) + b, sin(nmx)).
nz1
Reste a calculer les coefficients a,, et b, :
Onau(x,0) = f(x) = sin(nx) d’ou
sin(mx) = ay + Z(an cos(nmx) + b, sin(nmx))

n=1
Par une simple identification on trouve
a, =0,vyn =0, et b=1, b,=0,Vn=2
Et la solution est donnée par

u(x, t) = e tsin(mx). (3 pts)
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2.0n prend h(x,t) = e tsin(mx) et f = 0.
Déterminons une solution de (}[fh) sous la forme u(x,t) = C t e"tsin(mx), otl C est
une constante réelle.
11 suffit de dériver et remplacer dans l'équation: on trouve C = 1.(2 pts)
3. Solution générale de (Hfh) pour h(x,t) = e tsin(mx) et f(x) = sin(mx).
Le probléme est linéaire, non homogeéne avec des conditions non homogenes, sa
solution est donc la somme des solutions des problemes précédents :

u(x,t) = e tsin(mx) + te tsin(mx) = (1 + t)e tsin(mx). (2 pts)
Bonus (3 pts) : Soit u une fonction de classe C? dans un domaine borné Q. ¢ R". On

suppose que u est harmonique. Montrer que

u
J u—ds =0,
a on

ou n est la normale unitaire dirigée vers l'extérieur de ().
Il suffit d’appliquer la formule de Green:
Si v et w sont des fonctions de classe C? dans Q, alors

ow
]vAwdx=J v—ds—J VvVw dx
Q o On Q

En prenantv = u et w = u on trouve
u
] u Au dx =J u—ds—] VuVu dx
Q o On Q

Mais u est harmonique donc

ou
f u—ds =f IVul|? dx = 0.(3 pts)
aa On Q



