Université de Tlemcen 2023/2024
Département de Mathématiques L3 Mathématiques
Module: Optimisation sans contraintes

Epreuve de rattrapage

Corrigé

Exercice 1 ( 7 points)
On considére le probléme (P) suivant:

. _ 2
min 2z zqe” 4r1F72)/8

T€R2
1. Résoudre le probléme (P)
2. Faire une itération de la méthode de Newton & partir du point z(® = (1, —4)T avec un
pas égal a 1.
Solution
1. 2 points
Commencons par trouver les points critiques solutions de I’équation d’Euler. On pose
f(z1,20) = 2y e~ Urite2)/8

Le gradient est

2 (2 — 23ay) e~ (Hxi+e2)/8
2 (x1 — 125 /8) e~ (4rita2)/8

Vf<l’1, I2) = (
L’équation d’Euler V f(x1,25) = 0 est équivalente au systéme

{ 2o(1 —22) =0
x1 (1 —29/8) =0

qui admet pour solutions: [z1 = 0,29 =0],[z1 = 1,290 = 8] et [x; = —1,25 = §].
Les points critiques sont (0,0)", (1,8)", (—=1,8)" .
3.5 points

On doit étudier leur nature pour cela calculons la matrice hessienne de f.

3l

(4 201wg (v] —3) (22— 8)(af — 1)
2 — o~ (4xitw2)/8 12 44 '
Vif(z1,29) =€ ( }1 (rg — 8) (22 — 1) %m (zo — 16)

Au point (0,0)"

V2£(0,0) = (8 3)

les valeurs propres sont A\; = 2 et A\ = —2 donc (0,0) est un point selle.
. T
Au point (1, 8)

_ 16 (1 —3) 0 —32¢72 0
2£(1.8) = ¢~ (418)/8 — 3 .
V8 =e 0 L(s8-16) 0 —le3

1



C’est, un maximum.
Au point (—1,8)"

322 0 >

VAf(-1,8) = ( 0

C’est un minimum.

Finalement le probléme (P) admet I'unique solution z* = (-1, 8)
2. 1.5 points

Une itération de la méthode de Newton s’écrit:

T

e =20 - v2J(2O) v ().

5]

=

I
VRS

I =

W
~_

|
VRS
o5~

| (@») —~
oo
N )
VR

w o
N~

I
7N
SN
~~

Exercice 2 (Sur 8 points)
On consideére le probléme (F;)

1
min J(z) = 5 (x, Az) — (b, x)

ou A est symétrique définie positive.
1. Etudier 'existence et 'unicité des solutions, puis résoudre ce probléme.
2. Montrer que si d?, ..., d® est un ensemble de directions A—conjuguées alors les vecteurs
d© ..., d® sont linéairement indépendants.
3. Ecrire 'algorithme du gradient conjugué pour la résolution de (Ps).
Solution

1. 2 points

La fonction J :R"™ — R est polynomiale donc continue.

De plus comme la matrice A est symétrique définie positive ses valeurs propres sont réelles,
positives strictement et on a ’encadrement suivant:

)\min S <x,A$> S A
<zx>

max»

ce qui donne
(x, Ax) > Amin ||x||2 )

A partir de I'inégalité de Cauchy-Schwarz on a
(b, ) < [[oll |||,
il en découle

J(x) 2 5 Awin |2 = [l0] 2]l = +00  quand || — +oc.

N | —



La fonction J est donc coercive.

Le probléme (P;) admet donc une solution.

1 point

La fonction étant strictement convexe car V2.J(x) = A est définie positive la solution est
unique.

1 point
L’unique solution du probléme T est solution du probléme

VIr)=0& Av=bs x=A""b

2. 2 points
Supposons qu’ils existent \;,2 = 0,1,...,k tels que

Xod® + - Ad® =0

en multipliant par A et en prenant le produit scalaire avec d® on a:
k
D A (A, AdDY =0, Vi=0,1,.. .k
5=0

donc

A (dD,AdDY =0,Vi=0,1,...k

comme A est définie positive alors Vi = 0,1,...k
(dD, AdD) >0

par Conséquence
N =0,¥i=0,1,...k

3. 2 points

L’algorithme du gradient conjugué

k=0, z© donné

g0 =vVJ(z®) = A2© —p

d® = —¢

Pour £ =0,...,n—1 faire

<g(k), d(k)>

(d®) | Ad®)) (1)

ap — —

g(k‘+1) — VJ(?L’(k+1))

et
g, — L0, Ad) @
k (d®) | Ad®))
d(k+1) — _g(kJrl) + Bkd(k) (3)



Exercice 3 (Sur 5 points)
On considere le probleéme (P3) suivant

min__J(zq,x9)

(z1,22)€ER?
avec
1, 25,
J(r1,19) = oXa + DXL + 31129 — 1221 — /T2 — 6.

1. Ecrire le probléme (P3) sous la forme

min E (r, Az) — < b,x > +c,
z€R2 2

avec A symétrique définie positive.

2. Ecrire I'algorithme du gradient a pas fixe o pour la résolution d’un probléme quadratique.
3.Pour quelles valeurs de «, la suite (x(k)) définie par la méthode du gradient a pas fixe
converge-t-elle vers T la solution de (P3)? Quel est le pas optimal a@?

On donne: V153 = 3v/17 ~ 12.369

Solution

1. 2 points

Le probléme (P3) s’écrit

1
min — (z, Az) — < b,z > +c¢
zcR? 2

1 3 12
A_(S 25),b—(ﬁ>et0——6.

Les valeurs propres de la matrice A sont A\; = 3v17+ 13 > 0 et Ay = 13 — 317 > 0. On
déduit que A est définie positive.

2. 1 point

Soit @ > 0 et z® un vecteur initial donné. La suite (z*))

avec

ren €St donnée par la formule

gD = 20 _ o (Ax(k) —b)

3. 2 points

La méthode du gradient & pas fixe converge si et seulement si a € ]0, ﬁ = Mﬁ [

Le pas optimal est donné par la formule

_ 2 1
o= ——"]—"—"= ——.
/\min + )\max 13



