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Département de Mathématiques L3 Mathématiques
Module: Optimisation sans contraintes

Epreuve finale

Corrigé
Exercice 1 ( 6 points)
On considére le probléeme (P) suivant
in J
e /)
ou 1 .
J(z) = §xf + §x§

1. Ecrire la relation de récurrence obtenue si on met en ceuvre Palgorithme du gradient a
pas constant o > 0.

, 1
2. Ecrire la suite obtenue & partir de z(®) donné et en prenant a = - puis montrer qu’elle

converge vers la solution du probléme (P).

1
3. a = — est-elle la valeur optimale du parametre a7

Solution
1.Sur 2 points
La suite (z(*)) Loy définie par

R L v [E))

xgkﬂ) =(1-a) xgk)
xgkﬂ) =(1-"Ta) xék)

Pour tout (9 € R2, le vecteur ") est donné par
xgl) =(1-a) mgo)
2V = (1—"7a) 2

:1752) =(1- a)2 xﬁo)
x§2) =(1- 704)2 xgo)

ainsi de suite par récurrence on obtient la suite

xgk) =(1- oz)k:z;go)
2P = (1= 7a)" 2

c’est a dire

puis 3.

2. Sur 2 points



Pour o = 1

-~

quand k — 400, la suite géométrique (g)k — 0 et donc 2 — Ope.
2. Sur 2 points
Quel est le pas optimal a.
On note que
1, T, 1 A
J(x)—§x1+§a:2_§<x7 x>,

avec

La matrice A est définie positive.d’apres le théoréme du cours, le pas optimal de la méthode
du gradient & pas fixe.est donné par la formule

_ 2 1
a=———=-.
AInin + )\max 4
Exercice 2 (7 points)
Soit a > 0. On considére le probléme

(Pa) : Join fa(z,y), ou fo(z,y) = a (z* +y*) + 2> + y* — 20y — 20 — 2y.
z,y)ER
1. Le probléme (Fp) posséde-t-il une solution?
2. Pour a > 0. Démontrer qu’il existe une fonction g : R, — R telle que

Jdim g(t) =+o0 et V(z,y) €R, fu(z,y) = g ([ 9)ll,)-
Conclure.
3. Résoudre le probléeme (F,) pour a > 0.
On rappelle l'identité pour tout (x,y) € R? 2% — ¢* = (z — y) (2 + 2y + 3?)
Solution
1. . Sur 1 point

o 2x—2y—2
vf0($5y> - ( 2y—21’—2 >
Le systeme V fo(z,y) = 0 n’admet pas de solution, en effet

20 =2y —2=0 — 20 =2y —2=0
2y —2x—2=0 —4=0 ’

Donc le probléme (Fy) n’admat pas de solution.
2. Sur 3 points
On a pour tout (z,y) € R?

2 + 9% — 2zy > 0, zt > 2% — 1, yt > 2% — 1



et
22 + 2y < 2v2|(z, )|

fa(r,y) = a (z* + y*) + 22 + % — 22y — 22 — 2y. > 2a (2® + ¢2) — 2v2||(2,y)|| — 2a

On pose
g(t) = 2at* — 2v/2t — 2a — 400 quand t — +oo0.

La fonction f est continue et coercive le probléme (P,) admet au moins une solution.
3. Sur 3 points

Le gradient est
[ 4ax® + 2z —2y — 2
Vfolw,y) = < day’ + 2y — 2x — 2

le systéme d’Euler
daz® +2x —2y—2=10

Vfo(l’,y)—()<:>{ 4ay3—|—2y—2x—2=0

en retranchant membre & membre on obtient ’equation
da(z®—y’)+4(z—y)=0& (z—y) (a(2®+2y+y®)+1) =0
or xy>-—1i(2®+y?) alors 2?+axy+y® >3 (2* +y?) >0 donc
a(z®+zy+y°)+1>0

ce qui donne = = y.
En remplacant dans I'une des équations du systéme on obtient z =y = ) a8

(5;)’

2a

Puisque pour tout a > 0, le probléeme (F,) admet une solution le point ((%)1/ 3, (i)l/ 3)
est le minimum global de f,.

Exercice 3 (7 points)

On considére la fonction f(z) = (z; + 22)* .

1. Montrer que la direction d = (1, —1)" est une direction de descente au point (@ = (0,1)".
2. Déterminer le pas optimal a qui minimise g(a) = f (2% + ad) puis calculer V) = 2+
Oé()d

3. Calculer la direction d associée & la méthode de Newton au point 2. S’agit-il d’une
direction de descente?

4. Faire une itération de la méthode de Newton. Conclure.

Solution

1. Sur 1 point

Le gradient de la fonction f est

Vf(x)_( 2 (w1 + 23) )

4y (T1 + 22)

Vi) = ( . ) .

<d,Vf(x(°))>:<( jl),(i)>:_z<o.

3

ce qui implique

On voit que



On conclu que la direction d est bien une direction de descente au point z(®.
2. Sur 2.5 points

= (1) +e(4)=(1")

g(0) = f (2@ +ad) = (a+ (1-0)’)" = (* —a+1)°

ce qui implique
g(@)=2Q2a—1)(e® —a+1)

DN | —

g'(a) = 0 est équivalent a o =

) =12 (%)2 > 0 donc ap = % est le minimum de la fonction

1 I/1
M) =20 4L Zg==Z
x x +2 2(1>

J"(a) =120 — 120+ 6 = ¢"(
g.

N[

3. Sur 2.5 points
La matrice hessienne est

D) . 2 41]2
Vif(z) = ( 4oy Az + 1223 )

Au point z(¥

V2 f(z®) = < Z 142 >

son inverse est

(V2f (=)

I
7N\
| oo
NI
s |
[
N——

ce qui implique

(V2f (=) Vf (29) = ( _%% _f > < 421 ) - ( (1) )

La direction de la méthode de Newton est donc

-(3)
srem=(3)-(1))--2

On conclu que la direction d est bien une direction de descente.

3. Sur 1 point
~ 0 -1 -1
(1) — .(0) — _
ted= (1) () ()

4

on voit que



On voit que Vf (:c(l)) = 0 alors la méthode de Newton converge en une itération vers un
point critique de plus f (9:(1)) = 0 alors c’est un minimum global car f (x) > 0.
Il n’est pas unique car on voit bien que (0, O)T est aussi minimum global.



