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Exercice 1 (06 points).

On considère le système différentiel

(1) X ′ (t) = AX (t) ,

où pour tout t ∈ R, X (t) =

 x1 (t)
x2 (t)
x3 (t)

 et A =

 −1 0 0
1 2 1
1 0 1

 .

1) Déterminer les valeurs propres de la matrice A.
2) Déterminer les vecteurs propres associés aux valeurs propres trouvées dans la question

précédente.
3) En déduire les solutions du système différentiel (1).

Exercice 2 (10 points).

On considère le système différentiel

(2) X ′ (t) = A(t)X (t) ,

où pour tout t > 0, X (t) =
(

x1 (t)
x2 (t)

)
et A(t) =

( 2
t −

1
t2

2 0

)
.

1) Montrer que ϕ (t) =
(

1
2
t

)
est une solution du système différentiel (2).

2) Montrer que ψ (t) =
(

t
t2

)
est une solution du système différentiel (2).

3) Calculer W (t) =dét
(

ϕ (t) ψ (t)
)
.

4) En déduire que la famille {ϕ (t) ,ψ (t)} est un système fondamental de solutions du
système différentiel (2).

5) Donner la matrice fondamentale du système différentiel (2).
6) En déduire les solutions du système différentiel (2).
7) Montrer que la résolvante R est donnée par

R(t, t0) =

 2 t
t0
−1 1

t0
− t

t2
0

2 t2

t0
−2t 2 t

t0
− t2

t2
0

 , pour tout t > 0 et t0 > 0.

1



2

8) En déduire la solution du problème de Cauchy
X ′ (t) = A(t)X (t) ,

X (t0) =
(

a
b

)
,

où t0 > 0 et a et b sont deux nombres réels.
9) Résoudre le problème de Cauchy suivant

X ′ (t) = A(t)X (t)+
(

t
t2

)
,

X (1) =
(

0
0

)
.

Exercice 3 (04 points).

On considère le système différentiel

(3) X ′ (t) = AX (t) ,

où pour tout t ∈ R, X (t) =
(

x1 (t)
x2 (t)

)
et A =

(
−2 1
−1 0

)
.

1) Montrer que la matrice A admet une valeur propre double, égale à −1.
2) Déterminer les solutions du système différentiel (3).
3) Calculer lim

t→+∞
X (t) .

4) Déterminer la solution du problème de Cauchy
X ′ (t) = AX (t) ,

X (0) =
(

1
−1

)
.
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