Département de mathématiques 2023/2024
Module: Optimisation sans contraintes

Controéle continu
Exercice 1 (Sur 6 points)
Soit o, un parameétre réel et f la fonction définit sur R? par:

flz,y) = 22 4+ y? + 2azy.

1. Pour quelles valeurs de « la fonction est-elle convexe? strictement convexe? concave?
2. Pour o = 1/2, résoudre le probléme:

min x,
Juin, f (),
Solution
1. Sur 5 points
Comme la fonction f est une fonction polynomiale de classe C?, on peut caracteriser la
convexité a partir de la matrice hessienne.

Le gradient de f :
2z + 2«

9 2 2a
les valeurs propres de la matrice hessienne \; = 2 — 2a;, Ay = 2 + 2a.
A1 > 0, A2 > 0 si et seulement si a € [—1,1]
la fonction f est convexe si et seulement si v € [—1,1], elle est strictement convexe si
ac]-1,1.
Sia€ (—oo,—1)alors \y > 0et Ay <0.Si € (1,00) alors A\; < 0 et Ay > 0. De ce fait la
fonction f n’ai jamais concave.
2. Sur 1 point

Pour a = 1/2, la fonction f est strictement convexe et quadratique elle admet donc 'unique
solution de V f(z,y) = 0, (0,0)".

Le hessien est

Exercice 2 (Sur 6 points)
Trouver les points critiques de la fonction

f(x,y) = aye 3 (),

puis discuter leur nature.

Solution
Sur 1 point
1 — 22) e 3 (@4
Vf(m,y): y( 2) _1 (242
z(l—y?)e2\"™
Sur 1 point

L’équation d’Euler Vf (z,y) =0 a pour solutions les points critiques suivants :
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(0,0),(1,1),(=1,-1),(1,—-1) et (=1,1).

Sur 1 point
Pour déterminer leurs natures nous allons utiliser la condition du second ordre.

2 _ (2%y — 3zy) ¢ 3 (a*+0%) (1— 2% —y? + 2%y?) o3 (a?+y?)
v f(xvy) - 1/.9,. 9 1/ 9, o
(1— 22— y? +a?y?) 2 (20 (wy? — 3zy) e 2 (")

Sur 1 point
Au point (0, 0)

v2f<o,0>=(§) (1))

les valeurs propres de VZf (0,0) sont Ay =1 > 0 et Ay = —1 < 0. Ces valeurs propres sont
non nulles mais de signe mixte, alors il s’agit d’'un point selle.

Sur 1 point

Au point (1,1) la matrice hessienne est

—2e7t 0
v2f<171> = ( 0 _2671 )

Les valeurs propres de V2 f (1,1) sont A\; = Ay = —2¢~! < 0 permet d’affirmer que V2f (1,1)
est une matrice définie négative, le point (1,1) est donc un maximum local.
Au point (—1,—1) la matrice hessienne est

—2et 0
v2f <_]'7_]') - ( 0 —9¢~1 )

et donc le point (—1,—1) est donc un maximum local.
Sur 1 point
Au point (1, —1) la matrice hessienne est

-1
VQf (17_1) = < 260 26071 ) = sz (17_1)

Cette matrice est définie positive alors les points (1, —1),(—1,1) sont des minimums locaux.
Exercice 3 (8 points: 2points par réponse justifiée)

Pour chacune des affirmations suivantes, spécifier si elles sont vraies ou fausses. Justifier
votre réponse. Démontrer ou donner un contre-exemple.

1. Soient f : R® — R et 2* tels que Vf (%) = 0 et V2f (2*) est semi-définie positive. Alors
x* est un minimum local de f.

Fausse. Prenons par exemple la fonction f(xy,25) = —2] — 23

—423 _ )
et le hessien est V*f (z1,22) =

le gradient de la fonction f est Vf (x1,x2) = < A3
—3T3

—1222 0
0 —1223



pour z = (0,0) ona Vf (z*) =0 et V2f (2*) est semi-définie positive mais z* n’est pas un
minimum local de f .
Puisque Vz € R?  f(x) < f(z*) = 0.
2. Si f est strictement convexe dans R™ alors f admet au plus un minimum.
Vraie. On suppose que f admet deux minima z* et y* avec x* # y*. D’aprés la convexité
de la fonction f
oy 1 * 1 * *

H(5+%) <35+ 5000 =)
ce qui impossible par définition du minimum.
3. Si f(x) = %(1’, Q) — (g, ) est une fonction quadratique définie sur R" ou ) est une
matrice carrée. Alors Vf(z) = Qz — g.
Fausse. On a

flath) = SlathQth)—(g.o+h
= S 00Qa) 3 (R Q)+ 3 (e, Q) + 3 (1, Q) — (g ) — (1)
= Q) —(g) + L ((Q Q) x—g.h)+ 5 ()

= @)+ 5 ((Q+ Q) x—g.h)+ 5 ()

de plus

QR _ IRl 11Q
0 < Wl < IELEEL— onug 0 quand oy~ 0

ce qui implique
1
Vi(r) = §(Q+Qt)$—g-

4. Le probleme max, ,)eg2 27y — x* — y* posséde une solution.

Vraie

ce probleme est équivalent au probléme de minimisation min, ,)cr2 ot oyt — 22y

On pose  f(z,y) = 2* + y* — 2wy, la fonction f est continue sur R? de plus pour tout
(z,y) € R?

1> 221
4 2 2y2 -1
et
—2zy > —1” —
alors

fla,y) > a® +y* -2

remarquons que si g(t) = t*> — 2 alors g (t) — 400 quand ¢ — +o00 alors

lim  f(z,y) = +o0.
(@) || =00

D’oul la coercivité de f. Il s’en suit que le probléeme de minimisation admet une solution et
donc le probléeme de maximisation posséde une solution.



