
Département de mathématiques 2023/2024
Module: Optimisation sans contraintes

Contrôle continu
Exercice 1 (Sur 6 points)
Soit �; un paramètre réel et f la fonction dé�nit sur R2 par:

f(x; y) = x2 + y2 + 2�xy:

1. Pour quelles valeurs de � la fonction est-elle convexe? strictement convexe? concave?
2. Pour � = 1=2; résoudre le problème:

min
(x;y)2R2

f(x; y);

Solution
1. Sur 5 points
Comme la fonction f est une fonction polynomiale de classe C2; on peut caracteriser la
convexité à partir de la matrice hessienne.
Le gradient de f :

rf(x; y) =
�
2x+ 2�y
2y + 2x�

�
Le hessien est

r2f(x; y) =

�
2 2�
2� 2

�
les valeurs propres de la matrice hessienne �1 = 2� 2�; �2 = 2 + 2�:
�1 � 0; �2 � 0 si et seulement si � 2 [�1; 1]
la fonction f est convexe si et seulement si � 2 [�1; 1] ; elle est strictement convexe si
� 2 ]�1; 1[.
Si � 2 (�1;�1) alors �1 > 0 et �2 < 0: Si � 2 (1;1) alors �1 < 0 et �2 > 0: De ce fait la
fonction f n�ai jamais concave.
2. Sur 1 point
Pour � = 1=2; la fonction f est strictement convexe et quadratique elle admet donc l�unique
solution de rf(x; y) = 0; (0; 0)T :

Exercice 2 (Sur 6 points)
Trouver les points critiques de la fonction

f(x; y) = xye�
1
2(x2+y2):

puis discuter leur nature.
Solution
Sur 1 point

rf (x; y) =
 
y (1� x2) e�

1
2(x2+y2)

x (1� y2) e�
1
2(x2+y2)

!
:

Sur 1 point
L�équation d�Euler rf (x; y) = 0 a pour solutions les points critiques suivants :

1



(0; 0) ; (1; 1) ; (�1;�1) ; (1;�1) et (�1; 1) :
Sur 1 point
Pour déterminer leurs natures nous allons utiliser la condition du second ordre.

r2f(x; y) =

 
(x3y � 3xy) e�

1
2(x2+y2) (1� x2 � y2 + x2y2) e�

1
2(x2+y2)

(1� x2 � y2 + x2y2) e�
1
2(x2+y2) (xy3 � 3xy) e�

1
2(x2+y2)

!
Sur 1 point
Au point (0; 0)

r2f (0; 0) =

�
0 1
1 0

�
les valeurs propres de r2f (0; 0) sont �1 = 1 > 0 et �2 = �1 < 0: Ces valeurs propres sont
non nulles mais de signe mixte, alors il s�agit d�un point selle.
Sur 1 point
Au point (1; 1) la matrice hessienne est

r2f (1; 1) =

�
�2e�1 0
0 �2e�1

�
Les valeurs propres de r2f (1; 1) sont �1 = �2 = �2e�1 < 0 permet d�a¢ rmer que r2f (1; 1)
est une matrice dé�nie négative, le point (1; 1) est donc un maximum local.
Au point (�1;�1) la matrice hessienne est

r2f (�1;�1) =
�
�2e�1 0
0 �2e�1

�
et donc le point (�1;�1) est donc un maximum local.
Sur 1 point
Au point (1;�1) la matrice hessienne est

r2f (1;�1) =
�
2e�1 0
0 2e�1

�
= r2f (1;�1)

Cette matrice est dé�nie positive alors les points (1;�1) ; (�1; 1) sont des minimums locaux.
Exercice 3 (8 points: 2points par réponse justi�ée)
Pour chacune des a¢ rmations suivantes, spéci�er si elles sont vraies ou fausses. Justi�er
votre réponse. Démontrer ou donner un contre-exemple.
1. Soient f : Rn �! R et x� tels que rf (x�) = 0 et r2f (x�) est semi-dé�nie positive. Alors
x� est un minimum local de f:
Fausse. Prenons par exemple la fonction f(x1; x2) = �x41 � x42
le gradient de la fonction f est rf (x1; x2) =

�
�4x31
�4x32

�
et le hessien est r2f (x1; x2) =�

�12x21 0
0 �12x22

�
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pour x = (0; 0)t on a rf (x�) = 0 et r2f (x�) est semi-dé�nie positive mais x� n�est pas un
minimum local de f .
Puisque 8x 2 R2 f (x) � f (x�) = 0:
2. Si f est strictement convexe dans Rn alors f admet au plus un minimum.
Vraie. On suppose que f admet deux minima x� et y� avec x� 6= y�. D�après la convexité
de la fonction f

f

�
x�

2
+
y�

2

�
� 1

2
f (x�) +

1

2
f (y�) = f (x�)

ce qui impossible par dé�nition du minimum.
3. Si f(x) = 1

2
hx;Qxi � hg; xi est une fonction quadratique dé�nie sur Rn où Q est une

matrice carrée. Alors rf(x) = Qx� g:
Fausse. On a

f(x+ h) =
1

2
hx+ h;Q (x+ h)i � hg; x+ hi

=
1

2
hx;Qxi+ 1

2
hh;Qhi+ 1

2
hx;Qhi+ 1

2
hh;Qxi � hg; xi � hg; hi

=
1

2
hx;Qxi � hg; xi+ 1

2


�
Q+Qt

�
x� g; h

�
+
1

2
hh;Qhi

= f(x) +
1

2


�
Q+Qt

�
x� g; h

�
+
1

2
hh;Qhi

de plus

0 � jhh;Qhij
khk � khk2 kQk

khk = kQk khk ! 0 quand khk ! 0

ce qui implique

rf(x) = 1

2

�
Q+Qt

�
x� g:

4. Le problème max(x;y)2R2 2xy � x4 � y4 possède une solution.
Vraie
ce problème est équivalent au problème de minimisation min(x;y)2R2 x4 + y4 � 2xy:
On pose f(x; y) = x4 + y4 � 2xy; la fonction f est continue sur R2;de plus pour tout
(x; y) 2 R2

x4 � 2x2 � 1
y4 � 2y2 � 1

et
�2xy � �x2 � y2

alors
f(x; y) � x2 + y2 � 2

remarquons que si g(t) = t2 � 2 alors g (t)! +1 quand t! +1 alors

lim
k(x;y)k!+1

f (x; y) = +1:

D�où la coercivité de f: Il s�en suit que le problème de minimisation admet une solution et
donc le problème de maximisation possède une solution.
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