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Exercice 1 (Questions de cours 3 pts).

Donner les définitions des notions suivantes :

1. Une mesure extérieure sur un ensemble E.

2. La convergence en mesure d’une suite de fonctions (fn)nso, définie de (E,.F,u) dans R.

Exercice 2 (5 pts).
+o0

Soit (E, %, 1) un espace mesuré. Supposons que F = U E,, ot (E,), est une suite de parties

n=1

mesurables de E disjoints deuz o deuz telle que p(E,) < +0o pour tout n > 1.
Soit Uapplication

v:F — [0,400]

~— AN Ey)
— V(A):kgz ;L(T)fl

1. Montrer que v est une mesure finie sur (E, 7).
2. Soit B € .F. Montrer que v(B) =0 si et seulement st ;(B) = 0.

Exercice 3 (4 pts).
On se place sur l'espace mesuré (R, B(R), \) ot A est la mesure de Lebesgue. Soit A une partie

de R donnée par
T 1 1
A= S —n*+—||NnR )
<| |{n o +5”D R\ Q)

n=1
1. Expliquer pourquoi A est un élément de B(R).
2. Montrer que A\(A) = 1.
Exercice 4 (5 pts).
Soient E un ensemble et A une partie de E. On pose

F={Be X(E): BCAouB°C A}.

1. Montrer que . est une tribu sur E.
2. Soit f : E — R une application. On munit E de la tribu F et R de sa tribu borélienne Z(R).
Montrer que si f est constante sur A° alors f est mesurable.

Exercice 5 (3 pts).
Soit (E, ) un espace mesurable. Soient f : E— R une fonction mesurable et g : E — R une
fonction définie par :

1 osif(z)eQ
g(x) = { 0 sinon.

Montrer que g est mesurable.
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Corrigé du contrdle continu

Exercice 1 (Questions de cours 3 pts).

Donner les définitions des notions suivantes :

1. Une mesure extérieure sur un ensemble E.

2. La convergence en mesure d’une suite de fonctions (fn)nso, définie de (E,.7, ) dans R.

Solution
Voir le cours.

Exercice 2 (4 pts).
+oo

Soit (E, %, u) un espace mesuré. Supposons que E = U E,, ot (E,), est une suite de parties

n=1

mesurables de E disjoints deux a deuz telle que p(E,) < +o0o pour tout n > 1.
Soit application
v: ¥ — [0,4+]

=, MANE)
A p(A)=) 2 ku(THl'

k=1

1. Montrer que v est une mesure finie sur (E, 7).
2. Soit B € .Z. Montrer que v(B) =0 si et seulement st p(B) = 0.

Solution
1. — Montrons que v est une mesure.

_ o to0 gk p(0NEL) _ NxFoo ok p(@)
—vl0) = X5 2 g = Yin 2 g = 0| 05 ot

— Si (A,) est une suite d’éléments de .7 disjoints deux a deux, alors on a

_ — fk/‘(U@lAnmEk)
”(UA"> - L

n>1

_ f 2_k,u (Un21(An M Ek))

1 /L(Ek) +1

+oo —k +o0
2
— E W E w (A, N Ey) car p est une mesure

+0o0 +00
A ﬂ E .
= Z Z ’kﬂ II> ol on a, d’aprés le cours, le droit d’échanger
n=1 k=1
les sommes quand il s’agit de sommes de termes positifs.
+oo

= > a0 10

n=1



Ce qui prouve que v est une mesure sur F.
— Montrons que v est finie.

_+OO _kM(E N Ey) _+OO _x (E)
S P TR P S T )

—k N(Ek) —k
2 mﬂ Wk > 1] 0.5 pt|

et la série de terme général 27 est convergente (série géométrique de raison 1/2 ) donc par
comparaison des séries a termes positifs on conclut que v(E) < +o0.

2. Soit B € .. Montrons que v(B) = 0 si et seulement si y(B) = 0.

"="Siv(B) =0 alors 2% Z((g:)%l) = 0 pour tout k£ > 1 car il s’agit d’une série a termes positifs
donc p(B N Ex) = 0 pour tout k& > 1. D’autre part, on a

+00 “+oo
w(B) = pw(BNE)=u (B N U Ek> puisque E = U E,

k=1 k=1

+oo +o00
= L (U BN Ek> = Z u(B N Ey) car les By sont disjoints deux & deux

k=1 k=1

- o[T0]

"<" Supposons que pu(B) = 0 alors (B N Ey) = 0 pour tout £ > 1 car BN E, C B. D'ou
=013

Exercice 3 (4 pts).
On se place sur l'espace mesuré (R, B(R), \) ot A est la mesure de Lebesgue. Soit A une partie

de R donnée par
e 1 1
A= S — P+ =—||nR .
<| l{n o +5”D R\ Q)

n=1

1. Expliquer pourquoi A est un élément de B(R).

2. Montrer que A(A) = 1.

Solution

1. On sait que la tribu borélienne A(R) est aussi engendrée par les intervalles fermés bornés,
ainsi [ J72% [n® — % n® + L] est un borélien comme réunion dénombrable de boréliens. De plus
R\ Q est un borélien comme complémentaire dans R de Q qui est borélien. En définitive A est

un borélien comme intersection de boréliens. | 2 pts

2. Posons
A=BnR\Q)
ol N
> 1 1
B = {n3——,n3+—}
e 5n 5n



Par additivité de A,
A(B) = A(BNQ) + A(A)] 0.5 pt]|

Comme BN Q C Q, par croissance de A pour l'inclusion A(BN Q) < A(Q) = 0, d’ou

AMBNQ)=0

A(B) = A(A)] 0.5pt ]

n remarque qu interv. nd — = n3 n ux a deux disjoin rn ntier
On remarque que les intervalles [n® — 2 + == | sont deux a deux disjoints car n? est entie

57L7
et o < % pour tout n > 1.| 0.5 pt

5"L
On a donc par g-additivité de A

+o0 +oo
‘ 1 1 2 2 1 1
B pum— 3—— _— pu— —_— = — :—_ .r
A(B) A(U [n 5n,n + ]) ZA({n n' +5n}) 51 51-1 2 0.5 pt

n=1

et finalement

Ainsi

AA) = %

Exercice 4 (5 pts).
Soient E un ensemble et A une partie de E. On pose

={Be XE): BC AouB°C A}

1. Montrer que .% est une tribu sur E.
2. Soit f : E — R une application. On munit E de la tribu F et R de sa tribu borélienne B(R).
Montrer que si f est constante sur A¢ alors f est mesurable.

Solution

Soient E un ensemble et A une partie de F.

1. Montrons que
={Be PE): BC AouB°C A}

est une tribu.

— F est bien élément de .Z, car B¢ = () C A.

— F est stable par passage au complémentaire : si B e # alors on a deux cas :
— B C A et donc (B°)° = B C A et par suite B¢ € .% car son complémentaire est inclus
dans A.
— B¢ C A et donc B¢ € .% car il est inclus dans A.
On a donc montré que dans les deux cas, B¢ € .%.

— 7 est stable par réunion dénombrable : Si (B,,) est une suite d’éléments de .%#
— SiVneN, B, C Aalors | | B, C A.

n>1

— Sidng €N, B, C Aalors (U Bn> =(\B;C B, CA
n>1 n>1
Donc dans tous les cas U B,eZ.| 1pt

n>1



2. Soit f : E — R une application.
Supposons que f est constante sur A, i.e. Ik € R, Vo € A°, f(x) = k.
Montrons que f est mesurable de (E,.%#) dans (R, Z(R)).
Soit B € #(R), on a deux cas :
— Si k€ Balors (f~}(B))° C A.
En effet, si z € (f~1(B))¢ alors f(x) ¢ B ce qui implique que f(z) # k donc forcément
x € A.
~— Sik ¢ Balors f71(B) C A. En effet, si x € f~1(B) alors f(z) € B donc f(z) # k, ce
qui implique que = € A.
Donc on vient de prouver que on a soit f~'(B) C A soit (f~!(B))° C Ai.e. f7Y(B) € Z.Dou

la mesurabilité de f.

Exercice 5 (3 pts).
Soit (E,.F) un espace mesurable. Soient f : E — R une fonction mesurable et g : E — R une
fonction définie par :

g(x):{ 1 sif(z)eQ

0 sinon.

Montrer que g est mesurable.

Solution
On a

0 swnon. 0 swnon.
= Lg(@)| 1 pt]

Or Q € #A(R) et f est mesurable donc f~1(Q) € F et par suite g = 1;-1(qg) est mesurable
comme indicatrice d'un ensemble mesurable.

g(z) = {1 si f(z) € Q :{1 siz e f(Q)



