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Exercice 1 (06 points).

On considere 1’équation différentielle
/ x(t)
M i) =22 =20 - .
ol x(-) est une fonction numérique de la variable réelle notée r avec ¢ > 0.
1) Vérifier que la fonction x;, définie par

1
xp (1) = —» pour toutt > 0,

est une solution de 1’équation différentielle (1).
2) Dire pourquoi le probleme de Cauchy suivant

) o) =520 -,
x(1)=2,
admet une unique solution maximale.
3) On pose par définition
1
x(t)=u(t)+ < pour toutz > 0.

Montrer que si x est une solution du probleme de Cauchy (2), alors u est une solution
du probleme suivant

u(t)
(3) “/(f)+7 = —u?(t),
u(l)=1.
4) Déterminer explicitement la solution maximale du probleme de Cauchy (3) ainsi que
son intervalle d’existence.

Exercice 2 (10 points).

On considere le probleme de Cauchy suivant

(1= (1) x(1)
B 1+12

4) x ()

x(0) = xo,

b

ol x(-) est une fonction numérique de la variable réelle 7 avec t € R et xg € R.



1) Dire pourquoi pour tout xg € R, le probleme de Cauchy (4) admet une unique solution
maximale x définie sur un intervalle J = |—a, B[ avec a, B € R} U {+oo}.

2) Montrer que la fonction ¢t — x (¢) est paire et que @ = f3.

3) On suppose xg = 1. Quelle est alors la solution maximale de (4) ?

4) On suppose xo > 1.

4.1) Montrer que Vr € J, x(t) > 1.
4.2) En déduire que la fonction 7 — x(¢) est strictement croissante pour ¢ € J avec t < 0

et strictement décroissante pour t € J avec t > 0.

4.3) En déduire de la question précédente que Vr € J, x (1) < xp.
4.4) En utilisant les questions 4.1) et 4.3), montrer que la solution est globale c’est-a-dire

définie sur R tout entier.
4.5) Calculer lim x(z).
t—Foo

Exercice 3 (04 points).

Soit a €]0, 1[. On considere le probleme de Cauchy suivant
X (1) = |x(0)|,
® L6020
ol x(-) est une fonction numérique de la variable réelle r avec ¢ € R.
1) Donner une solution évidente du probleme de Cauchy (5).
2) Montrer que la fonction x définie par
I S
X(t)z ((1.—61)1‘)1*“ Slt20,
0sit <O,
est dérivable sur R et calculer sa dérivée.
3) Conclure.
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