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Analyse4

Fiche de TD 3 : Fonctions de plusieurs variables2.

Exercice 1. I) Calculer la matrice jacobienne et en déduire leurs jacobien des applications sui-
vantes

1)f(x, y, z) = (x+ y2 + z, xy2z, x2z + xy)

2)f(r, θ, ϕ) = (r cos(ϕ) sin(θ), r sin(ϕ) sin(θ), r cos(θ))

II) Soient f(x, y, z) = (x+ y2, xy2z) et g(u, v) = (u2 + v, uv, ev).
Calculer la matrice jacobienne de f, de g, de fog et de gof.

Exercice 2. Soit f : R2 → R3 la fonction dé�nie par

f(x, y) = (cos(x) + sin(y),− sin(x) + cos(y), 2 sin(x) cos(y)).

Déterminer la matrice Jacobienne J(x,y)(f) de f au point (x, y).
2) Soit g : R3 → R la fonction dé�nie par

g(u, v, w) = u2 + v2 + w.

Déterminer la matrice Jacobienne J(u,v,w)(g) de g au point (u, v, w).
3) Calculer de deux manières di�érentes la matrice Jacobienne J(x,y)(g ◦ f) de g ◦ f au point
(x, y).

Exercice 3. On considère la fonction f : R2 → R2 dé�nie par

f(x, y) = (x+
1

1 + y2
, y +

1

1 + x2
).

1) Montrer que f est de classe C1 sur R2.
2) Etudier la monotonie de la fonction t 7→ ϕ(t) = t

(1+t2)2
.

3) Montrer que f est localement inversible au voisinage de tout point de R2.

Exercice 4. Soit f : R2 → R2 une fonction dé�nie par

f(x, y) = (sin(
y

2
)− x, sin(x

2
)− y).

1) Justi�er que f est de classe C1 et montrer que df(x, y) est inversible.
2) Montrer que f est un di�éomorphisme de R2 sur f(R2).

3) Calculer Jf−1(x, y), où (x, y) = (1− π
2
,
√
2
2
− π).

Exercice 5. 1) Montrer que l'équation

− sin(y) + x+ cos(xy) = 0

dé�nit localement y comme une fonction de x au voisinage du point (1, 0).
2) En déduire l'équation de la tangente à la courbe de y au point −1.



Exercice 6. On considère l'équation

z2ezx + 2zy2 − 1 = 0.

1) Trouver toutes les solutions du type (0, 0, z).
2) Montrer que l'équation dé�nit localement z comme une fonction z = ϕ(x, y) au voisinage de
(0, 0, 1).
3) En déduire le développement limité à l'ordre 1 de ϕ en 0.

Exercice 7. 1) Montrer que les deux équations{
x− u2 + v2 = 0 ,

y − uv + 1 = 0

dé�nissent au voisinage du point (0, 0) deux fonctions implicites u = ϕ1(x, y) et v = ϕ2(x, y)
telle que ϕ1(0, 0) = 1 et ϕ2(0, 0) = 1.
2) En déduire l'équation du plan tangent à chacune des deux surfaces.

Exercice 8. I) Donner le développement limité à l'ordre 2 des fonctions suivantes aux points
indiqués

1)f(x, y) =
1

x2 + 2y2 + 1
, (2, 0), 2)f(x, y) =

ecos(x+y)

2 + y
, (0, 0).

II) Soit f : R2 → R dé�nie par f(x, y) = exy − 2e2xy.
1) Calculer pour tout vecteur v = (h, k), df(2, 1)v et d2f(2, 1)(v, v).
2) Ecrire la formule de Taylor-Lagrange à l'ordre 2 au point (2, 1).

Exercice 9. Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer les points critiques et étudier leurs
nature

1)f(x, y) = x4 + 2x2 + y2 − 2y, 2)f(x, y) = x(3− 4x2 − 3y2), 3)f(x, y) = y2 + xy ln(x),

4)f(x, y, z) = xy + yz + zx+
x4

2
, 5)f(x, y) = sin(x) + y2 − 2y + 1.

Exercice 10. On dé�nit une fonction f : R2 → R par

f(x, y) = x2 +
y3

3
+ xy

1) Donner le développement limité de f en (0, 0) à l'ordre 2.
2) Trouver les points critiques de f.
3) Déterminer la nature des points critiques.
4) La fonction f a-t-elle un minimum ou un maximum global ?

Exercice 11. On considère l'équation

x2 + 4y2 + 2y4 + z2 + sin(z) = 0. (1)

1) Montrer que l'équation (1) dé�nie une fonction unique z = ϕ(x, y) au voisinage de (0, 0, 0).
2) Montrer que (0, 0) est un point critique pour ϕ et en déduire sa nature.

Exercice 12. Calculer le maximum et le minimum de f sous la contrainte indiquée

1)f(x, y) = xy sous la contrainte x+ y − 6 = 0.

2)f(x, y) =
1

x
+

1

y
sous la contrainte xy = 9.

3)f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 sous la contrainte x+ y + z = 12.


