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ANALYSE4
Fiche de TD 2 : Fonctions de plusieurs variablesl.

Exercice 1. Dans chaque cas, déterminez et représentez le domaine de définition des fonctions
données

,/_y_|_$2
\/@ )

4)f(x,y) =In(a® +y* — ), 5)f(x,y,z) = arcsin(\/g + arccos(|y|) + arcsin(vz — 1)).

1)f($,y):1n(8—$—y), 2) f(x,y)Z\/4flf—£E2+4y—y2, 3) f(x>y):

Exercice 2. Calculer les limites suivantes, si elles existent

_ Ty _ sin(z) —y _ |
].) lim NCU 2) lim T 3) m 5 2
(.4)=(00) 22 +y (.4)(0,0)  — sin(y) (z.9)=(0.0) 2 +y
1 2 .3 2 3 1—
4 xIn(y) i LAYty 6) lim cos(zy)

) lim ; 5) 3 : —
(@y)=(0,1) /22 4+ (y — 1)? (z.9)=(0,0) =ty (z.9)=(0,0) Ty

Exercice 3. Etudier la continuité des fonctions suivantes

zyV/z : a? ;
.92, .5 51 (l‘,y,Z) 7é (07070)a 242 —xy Sl ($7y) 7é (070)7
fla,y,z) = q Vet 2)f(wy) =4 "

0 si (z,y,2)=(0,0,0). 0 si (z,y) = (0,0).

Exercice 4. Peut-on prolonger par continuité sur R?, les fonctions suivantes ?

sin(2zx — 2y) Ty — 2y
1 =—">* 2 = :
)f(z,y) g )f(z,y) PR R —

Exercice 5. 1) Calculer la dérivée directionnelle de la fonction f(z,y) = (z —1)/z — y au point

(1,1) dans le sens du vecteur v = (3, */75)
Méme question pour f(z,y,z) = ze® cos(my) au point (0,—1,1) dans le sens du vecteur

v=(-1,2,1).
2) Calculer le gradient de la fonction

f:R* =R

(x,y,2) = flz,y,2) = Va2 +y?>+ 22 + sin(y + 22)

au point (2,0,0).
3) Soient D := {(z,y € R*>, x>0} et f: D — R définie par f(z,y) = arctan(¥).
Trouver la région V telle que

V(z,y) €V, |[Vf(z,y)lla <1, ou |[.||2 estlanorme euclidienne.
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Exercice 6. 1) Pour chacune des fonctions suivantes, calculer 55> By 022 5 a0y

3

Dfrg) =420 = ) = 9 =l +), 4>arctan(§).

IT) Calculer la dérivée de la fonction F(t) = f(x(t),y(t)) (ou f(z(t),y(t), 2(t))) lorsque

) f(z,y) = cos(x +4y*) avec z(t) =5t et y(t) =

S

2)f(z,y,2) =ayz avec z(t)=t"+1, y(t)=1In(t) et =z(t)=tan(t).

Exercice 7. Soit f : R? — R définie par

3

2y .
Pl si (z,y) # (0,0),
fl@,y) =
0 si (z,y) = (0,0).
1) Est-elle continue dans R??
2) Est-elle dérivable dans R??

3) Est-elle de classe C' dans R??
4) Est-elle différentiable dans R??

Exercice 8. Etudier la différentiabilité en (0,0) des fonctions suivantes

Ty ln(xQ + ?/2) si (z,y) # (0,0), ‘ngy si (z,y) # (0,0),
2)f(z,y) =

flay) =
S si- (@) = (0,0). A

Exercice 9. On rappelle que si f est une fonction de classe C? de R? dans R, son laplacien est
définit par , )
OFf  0F
Af = 9z + a2
En faisant le changement de variables en coordonnées polaires © = rcos(f), y = rsin(f), on
définit g(r,0) = f(rcos(f),rsin(d)).
1) Calculer g—f(r, 0) et g—g(r, 0) et en déduire que

of dg

——(rcos(0),rsin(0)) = cos(d)=—=(r,0) — M@

(r,0) == g1(r, 0),

ox or r 00
0 0 0) 0
a—zjj(r cos(f),rsin(f)) = sin(@)a—i(r, 0) + Coi )a—g(r, 0) := ga(r,0)).

2) Calculer les dérivées partielles de gy, go par rapport a r, 6 et en déduire ﬂ(r cos(0), rsin(0))

Oz2
et % (rcos(f),rsin(6d)).
3) Donner l'expression du laplacien en coordonnées polaires.
Exercice 10. Une fonction f : R™ — R est dite homogéne de degré o si
ftxy, tag, ..., tx,) =t f(x1, 29, ...y ), VE>0.
1) Quelles sont les homogenes, en précisant le degré, parmi les fonctions

n

) f(x, @, .y my) = (HIZ) . 2)f(x,y,2) =227 —3yz, 3)f(x,y) = Ty

P 1’2 + y2 :

3=

2) Pour (a,b) € R? fixé, exprimer ¢/(t) en fonctions des dérivées partielles de f ot g : R — R
est définie par g(t) = f(at,bt).
3) Etablir la relation d’Euler suivante

af . of _

f est homogéne de degré o < r— + ya— =af
Y

ox



