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ANALYSE4
Fiche de TD 1 : Rappels de topologie de R".

Exercice 1. Pour X = (z,y) € R? on pose

N(X)= N(z,y) = \/Wy—l—y2

1) Montrer que N est une norme sur R?.
2) Montrer que N et ||.||2 sont des normes équivalentes.
3) Représenter graphiquement la boule fermée B(0,1).

Exercice 2. Soit N la norme définie sur R? par

N(z) = /22 + 23 + |x3].

N est-elle une norme 7 Si oui, montrer qu’elle est équivalente a des normes usuelles.

Exercice 3. On muni R? de la norme ||.||o. On considére la matrice

1 2
=)
1) Trouver par un calcul direct un nombre m, tel que pour tout vecteur z, ||Az||sw < m||z||oo-

2) Trouver un vecteur z, de norme 1, pour lequel I'inégalité précédente est une égalité.
3) On définit la norme matricielle par

A
14]]| = sup 142l
P el

En déduire ||| All].
Exercice 4. Soit ¢ : Rt — R* une application strictement croissante vérifiant
o(a+b) < (a)+ o), Va,beR".

1) Pour une distance donnée d, montrer que ¢ o d est une distance sur R™.
2) Montrer que d; = 1%[ et do = In(1 4 d) sont des distances sur R".

Exercice 5. Soit RY ensemble des suites réelles, RY = {(x,,),, (2,), une suite réelle}.
Pour (2,)nen et (Yn)nen deux suites réelles.

On pose
:U’ = —_— .
! n=0 2n |xn_yn|+1

1) Montrer que d est une distance sur RY.
2) Montrer que (RN, d) est borné.



Exercice 6. (Facultatif)
Soient ay, .., ap, p éléments de R™.

1) Montrer que E = {ay, ..., a,} est compact.
2) En déduire que F = {(1,[sin(x)]), « € R} est compact.

Exercice 7. (Facultatif)

Soit p,q €]1, +o0[ tels que % + % =1.
1) Pour s > 0 fixé, étudier la variation de la fonction (t) = % + % — st sur |0, +o0].

2) En déduire que pour tout s,t €]0,4+o00[, on a
sP e

st < — 4 —.
p q

3) Soient (z1,...,xn), (Y1, ..., Yn) € R™

En posant
|| _
S t

(Z |37k|p)1/p (Z ’yk’q)l/q
k=1 k=1

montrer I'inégalité de Holder suivante

n n l/p n 1/q
’Zxkyk‘ < (Z‘xk‘p> (Z\yk‘q) :
k=1 k=1 k=1

4) Vérifier que

n

Z |2k + yx|” < Z g log + yulP T+ Z k]| + yulP

k=1 k=1 k=1

5) En déduire I'inégalité de Minkowski suivante
n 1/p n 1/p n 1/p
(Sirur) < (Simr) o (Sinr)
k=1 k=1 k=1

Exercice 8. (Facultatif)
Soit d une distance sur R".

1) On pose d'(z,y) = v/d(z,y).

Montrer que d’ est une distance sur R™.
2) Soit f : Rt — R une application strictement croissante qui vérifie

f(0)=0 et fla+b)<f(a)+ f(b),Ya,beR".

a) On pose A(z,y) = f(d(z,y)).
Montrer que A est une distance sur R”.
b) En déduire que si on pose

d(z,y)
&'(z,y) = —2 Va,y € R
(x;y) 1+d($,y>7 x7y€ )

alors d” est une distance sur R".
c) Sin=1cet d(z,y) = |xr —y|, alors déterminer la boule By~ (0, a) pour un a > 0.



