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Exercice 1. (4.5 Pts)
Soient f et g deux fonctions de R? dans R telles que

flz,y) = g(z,y) + " —2y — 1.

1) Quelles sont les conditions sur g pour que le théoréme des fonctions implicites s'applique au point
(a,b) € R? qui sastisfait f(z,y) =07

2) Soit g(x,y) = arctan(z + y). Montrer qu'il existe une fonction de classe C! telle que
f(z,o(z)) = 0 au voisinage de (0,0).

3) En déduire |'équation de la tangente a la courbe ¢ au point 0.

Exercice 2. ( 5 Pts)
Soit f la fonction de deux variables définie par

flz,y) = { S <Ty> oY
0 sl x =1y

1) Donner Dy le domaine de définition de f et étudier la continuité de f au point (a, a) pour a € R.
2) Calculer les dérivées partielles premiéres par rapport a x et y en tout point (z,y) pour x # y de
R2.
3) Calculer les dérivées partielles premiéres par rapport a x et y en tout point (a,a) pour a € R*.
4) Etudier la différentiabilité de f en (0,0).

Exercice 3. ( 4 Pts)
Trouver les points critiques de f et déterminer leur nature :

fl,y) =a/1+y+yV1+z, ot z>-1, y>-—1

Exercice 4. ( 6.5 Pts)
Soit D le domaine délimité par le cercle de centre (0,0) et de rayon 3 et le cercle de centre (1,0)
et de rayon 1.
1) Tracer le domaine D.

2) Calculer I'aire du domaine D.
3) Calculer

I= //D(x2 + y?)dxdy.

4) En déduire l'intégrale triple suivante

J = /// (a® + 2° + y*)dxdydz,
A

oda>0etA={(r,y,2) eR® (z,y)eD, 0<z<1}.
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Exercice 1. ( 4.5 Pts)
1) Pour appliquer le théoréme des fonctions implicites en (a,b), qui satisfait f(z,y) = 0, on doit
i)f de classe C! au voisinage de (a,b) cad, g de classe C'! au voisinage de (a,b). (0.5 Pt)
it) f(a,b) —0<:>g(a b)=2b—e*+1 (0.5 Pt)
i1i) Sachant que y(m y) = 52(x,y) — 2, alors on doit avoir g—i(a,b) = g—i(a, b) — 2 # 0 cad
%(a,b) #2. (0.5 Pt)

2) Soit g(z,y) = arctan(z + y). On remarque qu'au voisinage de (0,0), on a arctan(z + y)
qui est de classe C' sur R? avec ¢(0,0) = 0. (0.25 Pt) De plus,

5-(t,y) = T done, §2(0,0) =1#2. (0.5 Pt)

Donc, le TFI implique |'existence de deux intervalles ouverts [ et J telle que 0 € I et 0 € J et une
fonction ¢ : I — J de classe C! vérifiant p(0) =0 et f(z,o(z)) =0, Vrel. (0.5 Pt)

3) On sait que |'équation du plan tangent a la courbe ¢ en 0 est

y = ¢(0) +x¢'(0). (0.5Pt)

On remarque que

o (z, ()
¢'(x) = g“;i—. (0.5Pt)
3y (@, 0(x))
Puisque —(a: y) = H(Hy)Q +¢e* (0.25 Pt) et g—i(x,y) = m — 2, (0.25 Pt) alors

¢'(z) = 2. Donc, y = 2x. (0.25 Pt)
Exercice 2. ( 5 Pts)
1) Le domaine de définition de f est D; = R? puisque la fonction f est bien définie V(z,y) € R%.
(0.5 Pt)
La continuité de f au point (a,a) pour a € R.
On remarque que

\f(x7y)—f(a,a)|—I(IQ—yz)Sin(xiyﬂ§|w2—y2!—>0 quand  (z,y) = (a,a).

Donc, f est continue en (a,a). (0.5 Pt)
2) Les dérivées partielles premiéres de pour (z,y) avec z # y, on a

%(m,y) :2a:sin(xiy)_y(ijz)cos(x_y) (0.5Pt)
0
a_g(x,y):—2ysin($fy)+(itz)cos($_y) (0.5Pt)

3) Les dérivées partielles premiéres en tout point (a,a) pour a € R*.

fy O R0 = Fara) (k) ad)sin(3)
h—0 h h—0 h

: . ,a+h
—}llli%(Za—i—h)sm( - )




or cette limite n’existe pas, donc f n’est pas dérivable par rapport & = au point (a,a) pour a # 0.
(1 Pt)
Maintenant, par rapport a y, on a

2 2\ i (@
o fat ) = faa) (@ = (at bP)sing)
k—0 k k—0 —k
. . a
= }CILI(I)(QCL + k) sm(E).

Méme chose, cette limite n'existe pas, donc f n'est pas dérivable par rapport a y au point (a,a)
pour a # 0. (1 Pt)

4) La différentiabilité de f en (0,0).

On remarque que

2 (b
o L020) —£0.0) o B2sinG)
h—0 h h—0 h
. £(0.k) — £(0,0) 0
T ) sin(zp) =0

Donc, f est différentiable en (0,0). (1 Pt)
Exercice 3. ( 4 Pts)
On a f(z,y) = vv/1+y + yv/1+ x. Les points critiques de f sont donnés par

{ 9 (z,y) =0 o) Vitutsas=0
y) = 2—%4-\/14-33:0

o WITn/Thy+y=0
v+2/T+ayI+y=0 Y= %

Donc, le seul point critique est (—%,—2). (2 Pts)

3
La nature :
On remarque que

02 f

da?

Y 1 o0 f x 1

(z,y) = RS (z,y) = NG

02 f 1 1

[ , — + .
(%Oy(x y) 2V14+2  2¢/1+y
2 2 —¥3 /3
Hessp(—=,—2)y = ~ 2
essg( 3 3) ( N )
Puisque le det  Hess;(—3,—2) <0, alors (—%, —2) est un point selle. (2 Pts)

Exercice 4. ( 6.5 Pts)
1) Le domaine D est : (0.5 Pt)

et

Ainsi,



¥

2) L'aire du domaine D est donné par

Aire(D) = / /D dady = / /D 1 dady + / /D 2 dzdy. (0.25Pt)

En utilisant les coordonnées polaires, on obtient

Aire(D) :// rdrd9+// rdrdf (0.25Pt)
1 Dy

avec

Dy ={(r,0)) 0<r<3, g <0< %ﬁ}, (0.5Pt)
Dy ={(r,0)/ 2cos(d) <r <3, —g <0< g} (0.5Pt)
Donc, \
3m 3 973
Aire(D)) :/2 (/ rdr)do = {T—} G 29T 5Pt
= Jo 2|,)2 2/ 2
3 3 3 1273
Aire(Dy) = / ddrdf :/ [—] de
—5 J2cos(0) -3 2 2cos(0)
1 [z 1 [%
= 5/ (9 — 4cos*(6))do = 5/ (9 —2(1 4 cos(20))) db
—3 —3
1 s T
—— oo 2 _ "
=3 (76 Sm(2«9)]7% =5 (0.75Pt)
Ainsi, 0 .
Aire(D) = 7” + g —8r. (0.25Pt)
3) On a
I = // (2? + y?)dady = // (2% + y*)dwdy + // (22 + %) dzdy. (0.25Pt)
D Dy Do
Alors,

3

//D (o7 + o) dudy = </03 7“3>(/ﬂ2 df) = 8}%. (0.25Pt)

T3
// (2% + yH)dady = / / r3drdf
Do — 2 cos(0)

s
2

N



:/’5 (81—1(;0054(9))%.

cos* () = (H#S(%)) = 111(1 + cos®(8) + 2 cos(0))

(VB

D’autre part, on remarque que

- 1 (3 + 4 cos(26) + cos(40)) .

= i (1 + 2 cos(20) + (M)) 1

2

Donc,

//D (2% + y*)dxdy = i/_g [81 — 2(3 + 4 cos(20) + cos(46))] db

jus
2

3

1 /2
= Z_l/_ [75 — 8 cos(20) — 2 cos(40))] db

(ME

1 in(46)] 2
— < {750 — 45in(26) — Sm(Q 9)} - 75%. (1.25Pts)

_
2

Ainsi, I = 8% + % — 397, (0.25 Pt)
4) Ona J = [[[ (a® + 2* + y?)dxdydz.
On remarque que

1 1
J:/ aZ(Aire(D))dz+/ Idz
0 0

= Aire(D) [a* In(a)], + 397 = 87(a — 1) In(a) + 397. (1Pt)
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