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Exercice 1. ( 5.5 Pts)
1) Montrer que I'équation
P 424V = cos(z —y + 2)

définit implicitement z comme fonction C'*° de x et y au voisinage de (0,0) qui s'annule en 0.

2) Calculer les dérivées partielles de z a I'ordre 2 en 0.

Exercice 2. ( 6.5 Pts)
On considére I'équation aux dérivées partielles suivante

of of

2ey=—+(1+y)===0 (E
wZ vl =0 @
sur le demi-plan P = {(z,y) e R?, y€eR, z>0)}.
Soit
o:RxRF = P
2 .2
(o) ) = (5

1) Montrer que ¢ est bijective et de classe C'.
2) Pour toute fonction f définie sur P, on pose F' = f o .
Calculer la matrice jacobienne de F, notée JF'(u,v).
3) En déduire I'expression de 9L et 9L en fonction de 2£ et 2F.
i Yy u v
4) Montrer que les fonctions f solutions de (E) sont les fonctions qui peuvent s'écrire sous la forme

f(x,y)—g(\/?ny

avec g € CH(R}).

Exercice 3. ( 8 Pts)
1) Soit D = {(z,y) e R?, 2?2+ ¢y*—20<0, 22+y*—2y>0,et y>0}.
1) Tracer le domaine D.

2) Calculer I'aire du domaine D.
3) Calculer

//D(x + y)2dxdy.

A={(z,y,2) €ER? 2*+y*<a® |z|<a+y, a>0et 0<z<2’+9°}

I1} Calculer le volume du domaine
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Exercice 1. ( 5.5 Pts)
1) On pose f(z,y,2) =23+ 22 + e Y — cos(z — y + 2).
Alors, on remarque que
i) £(0,0,0)=0 (0,25 Pt)
ii) la dérivée de f par rapport a z est
af 2 z—z—y? :
E(m,y,z) =32"+2+e +sin(z —y +2). (0,25Pt)
Donc, 2£(0,0,0) =3 #0. (0,25 Pt)
Par le théoréme des fonctions implicites, il existe un voisnage U de (0,0) et une application ¢ :
U — R telle que ¢(0,0) =0 et f(z,y,¢o(x,y)) =0. (0,25 Pt)
2) On sait que

By ey)

Yz, y, o(z,y)

ﬂl’ T
%, ):_Bw( Y, (2, 9))

T (0, 25Pt)
Oz Yz, y, o(z,y)

Oy
25P PP (2 y) =
©0.25P0) @ SE(y

Puisque %(fc,y, 2) = —e* "V fsin(z—y+2) (0,25 Pt) et g—;(x,y, 2) = —2ye*~* Y fsin(z —
y+z2), (0,25 Pt) alors

Dy —eFEN = 4 sin(r — y + ()
—(:)s,y) = 75 29 (z9)—2—y? . (1)
Ox 3p*(z,y) + 2 + e#@V=rV +sin(z — y + ¢(z,y))
et )
Oy —2e?@V) =" L gin(x —y + 2)
—(l‘,y) — T35 23 (z9)—2—y? - (2)
Ay 3p*(z,y) + 2 + e#@V =2V +sin(z — y + (2, y))
Alors, 5 5
@ 1 @
—(0,0) == (0,25P¢t t —(0,0)=0. (0,25P¢t
S00.0) =3 (0.25P1) e 5£0.0)=0. (0.25PY
De I'équation (1), on a
Oy dp  0p Cpu? dp. .
299 | 99 L (9E _ {\erry 1427 _ =0.
3¢ 8x+ 8x+(8x Je + ( —i—ax)sm(m y+¢) =0 (3)
On dérive cette derniére par rapport a x, on obtient
0Py 4 2P0  Pp P e Op o e
60(=2)2 + 3 2 prrv? (28 q)2epmny
(p(ﬁx) e 8$2+ 83:2+8x26 +(0w )e
0? 0
+3_:1:f sin(x —y +¢) + (1 + 8—5)2 cos(r —y+¢)=0. (1Pt)
Donc, 22(0,0) = —2. (0,25 Pt)
De I'équation (2), on a
Op dp ,0p 2 0P :
i 8y+(8y y)e Hay )sin(z —y + ¢)



En dérivant par rapport & y, on obtient

P, o 200 O . o oayr 0P 5 oy
6y (8y> + 3¢ 82+28 (ay —2)e +<8y 2y)e
02 0 :
—i—a—f sin(z —y +¢) + (8—5 —1)?sin(x —y +¢)) =0. (1Pt)

. . 2
Ainsi, 52(0,0) = 2. (0,25 Pt)
Maintenant, en dérivant |'équation (3) par rapport a y, on obtient

Do O , 0%p 0 D ) D a2
6p—— 3 2 p—z—y? - _1 2 p—x—y
San ox e 0x 0y + 0xdy &ane + (835 )(Gy ye
2
+aaa:gy sin(z —y +¢) + (1 + g—i)(—l + g—(’;) cos(r —y+¢)=0. (0,25Pt)
Ainsi, 22(0,0) = 4. (0,25Pt)
Exercice 2. ( 6.5 Pts)
(0,25 Pt) Il reste a montrer que ¢

1) L'application ¢ est définie et de classe C*° sur R x R} .
est bijective. Pour cela, on a

u2_£_v2 — - u2 + V2 = 21
L=y u = vy
vi(1+9%) = 2o U=y %
uo= vy w o= /iy

QIR |Q
SIS

Donc, ¢ est bijective de R x R} sur P. (0,5 Pt)
2 wu/t
D’autre part, on sait que JF(u,v) = J(f o ¢)(u,
oz
(% %) (856 dy %)
L Sh(Y ) wsey

2) Ona (Iay) = (x(u,v),y(u,v)) = (M E)
v) = Jf(x,y)Jp(u,v). (0,25 Pt) Donc,
OF OF of 8f) (

ox Oy —Z
Donc, , , , ,
OF of u”+v° u 10f u+v* u
il — w2l O 29 ¢ Pt
8u(u’v) “ax( 2 ’v)+vay( 2 ’v) (0,5P¢)
2, .2 2, .2
oF of u*+v° u u8f<u + v E) (0,5Pt)

o) =g o) Ty
3) Par un calcul simple, on montre que

of (2 )(ua—F—i—va—F)

Oz u? + v? ou ov
of u? oF OF
a—y = (—u2 n 1}2) <'U au — u%> (1, 5PtS)

4)En remplacant les deux termes précédents dans (E), on obtient

u? + 02 u 1 OF OF u? u? OF OF
2 2 )(5)(u2—|—v2) ( ou +U%> +(1+§)<u2+v2> (Uau —u%) 0




u? OF oF oF oF

u+v2 oF oOF
& ( ” >8u 0< B =0. (1Pt)

Donc, I’ ne dépend pas de u, cad , il existe une fonction ¢ telle que
V(u,v) € R xRS, F(u,v)=g(v). (0,5Pt)
Puisque F' = fop, alors f = Fop™!, donc V(z,y) € P,on a f(x,y) = F(o ! (x,y)).

Sachant que o~ (2,y) = (/T Y: |/ 1o52), alors

Fa) = Py o [1o) = oy o). (1PY)

Exercice 3. ( 8 Pts)
1) On remarque que 2% +y

220 <0& (z—1)+y* <letz?+y? -2y >0 22+ (y—1)> > 1.

Ainsi, le domaine D est |'intersection d'un disque de centre (1,0) et de rayon 1 avec I'éxtérieur d'un

disque de centre (0, 1) et de rayon 1 dans le demi-plan y > 0.

Donc le domaine D posséde la forme suivante (0.5 Pt)
A

(0,5 Pt)

ffD dxzdy. Alors, en utilisant les coordonnées polaires, on obtient

Aire(D / / rdrdf

avec D' = {(r,0), 2sin(f) <r < 2cos(h), 0, %]}

Ainsi, B
A. QCOS d d9 . 1 7r/4 |: 2}2COS(0) de
27’6 ) rar = 5 ; r 25in(0)

Sll’l

= 2/0 (cos?(0) — sin?(6))df = 2 /;/4 cos(26)do

2) On sait que Aire(D) =

in(26 w/4
3111(2 )] =1 unité de mesure (2Pts)
0

3)1) Calculons I = [, (x +y)*dzdy. Pour simplifier, on utilise encore les coordonées polaires pour

obtenir
2cos(9
I —/ / (cos(8) + sin(#))*drdd
2sin(6)
P4 2 cos(6)
— / (1 + 2sin(@) cos(0)) [Z] de
0 25sin(6)

w/4
_y /O (1+ 2sin(0) cos(6)) (cos®(0) — sin(0))d0

/4
i /O 21 + 25in(0) cos(6)) (cos(8) — sin(6))d0



= [(1 + 2sin(8) cos(9))]7* = 3. (2Pts)

I1) Maintenant, pour le volume de A, on a

Vol(A) = / / /A drdydz = / /B (2% + y*)dxdy

B={(x,y) eR? 2*+y*<da* J|z|<a+y, a>0}

ol

On peut diviser le domaine en deux , un demi-disque de centre 0 et de rayon a et un triangle. Voir
figure au dessous

Ainsi,
T a 0 a+y
Vol(A) = / / rrdrdf +/ / (2% + y*)dwdy
0 0 —a J—a—y
CL4 3 a+y

0 X
=T— + / =ty dy
4 S Cay

a4 0 2 5 )
=mr+ g(a—i-y) +2y“(a+y)|dy

4 470
o 1 4,2 5.y
=7 +[6(a+y) +3ay+2}_a
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