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Exercice 1. ( 5.5 Pts)
1) Montrer que l'équation

z3 + 2z + ez−x−y
2

= cos(x− y + z)

dé�nit implicitement z comme fonction C∞ de x et y au voisinage de (0, 0) qui s'annule en 0.

2) Calculer les dérivées partielles de z à l'ordre 2 en 0.

Exercice 2. ( 6.5 Pts)
On considère l'équation aux dérivées partielles suivante

2xy
∂f

∂x
+ (1 + y2)

∂f

∂y
= 0 (E)

sur le demi-plan P = {(x, y) ∈ R2, y ∈ R, x > 0)}.
Soit

ϕ : R× R+
∗ → P

(u, v) 7→ (x, y) =

(
u2 + v2

2
,
u

v

)
1) Montrer que ϕ est bijective et de classe C1.
2) Pour toute fonction f dé�nie sur P, on pose F = f ◦ ϕ.
Calculer la matrice jacobienne de F, notée JF (u, v).
3) En déduire l'expression de ∂f

∂x
et ∂f

∂y
en fonction de ∂F

∂u
et ∂F

∂v
.

4) Montrer que les fonctions f solutions de (E) sont les fonctions qui peuvent s'écrire sous la forme

f(x, y) = g

(√
2x

1 + y2

)
avec g ∈ C1(R+

∗ ).

Exercice 3. ( 8 Pts)
I) Soit D = {(x, y) ∈ R2, x2 + y2 − 2x ≤ 0, x2 + y2 − 2y ≥ 0, et y ≥ 0}.
1) Tracer le domaine D.
2) Calculer l'aire du domaine D.
3) Calculer ∫∫

D

(x + y)2dxdy.

II) Calculer le volume du domaine

∆ = {(x, y, z) ∈ R3, x2 + y2 ≤ a2, |x| ≤ a + y, a > 0, et 0 ≤ z ≤ x2 + y2}.
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Exercice 1. ( 5.5 Pts)
1) On pose f(x, y, z) = z3 + 2z + ez−x−y

2 − cos(x− y + z).
Alors, on remarque que
i) f(0, 0, 0) = 0 (0,25 Pt)
ii) la dérivée de f par rapport à z est

∂f

∂z
(x, y, z) = 3z2 + 2 + ez−x−y

2

+ sin(x− y + z). (0,25Pt)

Donc, ∂f
∂z

(0, 0, 0) = 3 6= 0. (0,25 Pt)
Par le théorème des fonctions implicites, il existe un voisnage U de (0, 0) et une application ϕ :
U → R telle que ϕ(0, 0) = 0 et f(x, y, ϕ(x, y)) = 0. (0,25 Pt)
2) On sait que

∂ϕ

∂x
(x, y) = −

∂f
∂x

(x, y, ϕ(x, y))
∂f
∂z

(x, y, ϕ(x, y)
(0,25Pt) et

∂ϕ

∂y
(x, y) = −

∂f
∂y

(x, y, ϕ(x, y))
∂f
∂z

(x, y, ϕ(x, y)
(0,25Pt)

Puisque ∂f
∂x

(x, y, z) = −ez−x−y2 +sin(x−y+z) (0,25 Pt) et ∂f
∂y

(x, y, z) = −2yez−x−y
2
+sin(x−

y + z), (0,25 Pt) alors

∂ϕ

∂x
(x, y) = − −eϕ(x,y)−x−y2 + sin(x− y + ϕ(x, y))

3ϕ2(x, y) + 2 + eϕ(x,y)−x−y2 + sin(x− y + ϕ(x, y))
(1)

et
∂ϕ

∂y
(x, y) = − −2yeϕ(x,y)−x−y2 + sin(x− y + z)

3ϕ2(x, y) + 2 + eϕ(x,y)−x−y2 + sin(x− y + ϕ(x, y))
(2)

Alors,
∂ϕ

∂x
(0, 0) =

1

3
(0,25Pt) et

∂ϕ

∂y
(0, 0) = 0. (0,25Pt)

De l'équation (1), on a

3ϕ2∂ϕ

∂x
+ 2

∂ϕ

∂x
+ (

∂ϕ

∂x
− 1)eϕ−x−y

2

+ (1 +
∂ϕ

∂x
) sin(x− y + ϕ) = 0. (3)

On dérive cette dernière par rapport à x, on obtient

6ϕ(
∂ϕ

∂x
)2 + 3ϕ2∂

2ϕ

∂x2
+ 2

∂2ϕ

∂x2
+
∂2ϕ

∂x2
eϕ−x−y

2

+ (
∂ϕ

∂x
− 1)2eϕ−x−y

2

+
∂2ϕ

∂x2
sin(x− y + ϕ) + (1 +

∂ϕ

∂x
)2 cos(x− y + ϕ) = 0. (1Pt)

Donc, ∂2ϕ
∂x2

(0, 0) = −20
27
. (0,25 Pt)

De l'équation (2), on a

3ϕ2∂ϕ

∂y
+ 2

∂ϕ

∂y
+ (

∂ϕ

∂y
− 2y)eϕ−x−y

2

+ (
∂ϕ

∂y
− 1) sin(x− y + ϕ) = 0



En dérivant par rapport à y, on obtient

6ϕ(
∂ϕ

∂y
)2 + 3ϕ2∂

2ϕ

∂y2
+ 2

∂2ϕ

∂y2
+ (

∂2ϕ

∂y2
− 2)eϕ−x−y

2

+ (
∂ϕ

∂y
− 2y)2eϕ−x−y

2

+
∂2ϕ

∂y2
sin(x− y + ϕ) + (

∂ϕ

∂y
− 1)2 sin(x− y + ϕ)) = 0. (1Pt)

Ainsi, ∂2ϕ
∂y2

(0, 0) = 2
3
. (0,25 Pt)

Maintenant, en dérivant l'équation (3) par rapport à y, on obtient

6ϕ
∂ϕ

∂y

∂ϕ

∂x
+ 3ϕ2 ∂

2ϕ

∂x∂y
+ 2

∂2ϕ

∂x∂y
+

∂2ϕ

∂x∂y
eϕ−x−y

2

+ (
∂ϕ

∂x
− 1)(

∂ϕ

∂y
− 2y)eϕ−x−y

2

+
∂2ϕ

∂x∂y
sin(x− y + ϕ) + (1 +

∂ϕ

∂x
)(−1 +

∂ϕ

∂y
) cos(x− y + ϕ) = 0. (0,25Pt)

Ainsi, ∂2ϕ
∂x∂y

(0, 0) = 4
9
. (0,25Pt)

Exercice 2. ( 6.5 Pts)
1) L'application ϕ est dé�nie et de classe C∞ sur R× R+

∗ . (0,25 Pt) Il reste à montrer que ϕ
est bijective. Pour cela, on a{

u2+v2

2
= x

u
v

= y
⇔
{
u2 + v2 = 2x

u = vy

{
v2(1 + y2) = 2x

u = vy
⇔

 v =
√

2x
1+y2

u =
√

2x
1+y2

y

Donc, ϕ est bijective de R× R+
∗ sur P. (0,5 Pt)

2) On a (x, y) = (x(u, v), y(u, v)) = (u
2+v2

2
, u
v
).

D'autre part, on sait que JF (u, v) = J(f ◦ ϕ)(u, v) = Jf(x, y)Jϕ(u, v). (0,25 Pt) Donc,

(
∂F

∂u

∂F

∂v
) = (

∂f

∂x

∂f

∂y
)

(
∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

)

= (
∂f

∂x

∂f

∂y
)

(
u v
1
v
− u
v2

)
(0,5Pt)

Donc,
∂F

∂u
(u, v) = u

∂f

∂x
(
u2 + v2

2
,
u

v
) +

1

v

∂f

∂y
(
u2 + v2

2
,
u

v
) (0,5Pt)

∂F

∂v
(u, v) = v

∂f

∂x
(
u2 + v2

2
,
u

v
)− u

v2

∂f

∂y
(
u2 + v2

2
,
u

v
) (0,5Pt)

3) Par un calcul simple, on montre que

∂f

∂x
= (

1

u2 + v2
)

(
u
∂F

∂u
+ v

∂F

∂v

)
∂f

∂y
= (

u2

u2 + v2
)

(
v
∂F

∂u
− u∂F

∂v

)
(1,5Pts)

4)En remplaçant les deux termes précédents dans (E), on obtient

2(
u2 + v2

2
)(
u

v
)(

1

u2 + v2
)

(
u
∂F

∂u
+ v

∂F

∂v

)
+ (1 +

u2

v2
)(

u2

u2 + v2
)

(
v
∂F

∂u
− u∂F

∂v

)
= 0



⇔ (
u2

v2
)
∂F

∂u
+ u

∂F

∂v
+ v

∂F

∂u
− u∂F

∂v
= 0

⇔ (
u2 + v2

v
)
∂F

∂u
= 0⇔ ∂F

∂u
= 0. (1Pt)

Donc, F ne dépend pas de u, çàd , il existe une fonction g telle que

∀(u, v) ∈ R× R+
∗ , F (u, v) = g(v). (0,5Pt)

Puisque F = f ◦ ϕ, alors f = F ◦ ϕ−1, donc ∀(x, y) ∈ P, on a f(x, y) = F (ϕ−1(x, y)).

Sachant que ϕ−1(x, y) = (
√

2x
1+y2

y,
√

2x
1+y2

), alors

f(x, y) = F (

√
2x

1 + y2
y,

√
2x

1 + y2
) = g(

√
2x

1 + y2
). (1Pt)

Exercice 3. ( 8 Pts)
1) On remarque que x2 +y2−2x ≤ 0⇔ (x−1)2 +y2 ≤ 1 et x2 +y2−2y ≥ 0⇔ x2 +(y−1)2 ≥ 1.
Ainsi, le domaine D est l'intersection d'un disque de centre (1, 0) et de rayon 1 avec l'éxtérieur d'un
disque de centre (0, 1) et de rayon 1 dans le demi-plan y ≥ 0. (0,5 Pt)
Donc le domaine D possède la forme suivante (0.5 Pt)

1

1

0

D

2) On sait que Aire(D) =
∫∫

D
dxdy. Alors, en utilisant les coordonnées polaires, on obtient

Aire(D) =

∫∫
D′
rdrdθ

avec D′ = {(r, θ), 2 sin(θ) ≤ r ≤ 2 cos(θ), θ ∈ [0, π
4
]}.

Ainsi,

Aire(D) =

∫ π/4

0

∫ 2 cos(θ)

2 sin(θ)

rdrdθ =
1

2

∫ π/4

0

[
r2
]2 cos(θ)

2 sin(θ)
dθ

= 2

∫ π/4

0

(cos2(θ)− sin2(θ))dθ = 2

∫ π/4

0

cos(2θ)dθ

= 2

[
sin(2θ)

2

]π/4
0

= 1 unité de mesure (2Pts)

3)I) Calculons I =
∫∫

D
(x+ y)2dxdy. Pour simpli�er, on utilise encore les coordonées polaires pour

obtenir

I =

∫ π/4

0

∫ 2 cos(θ)

2 sin(θ)

r3(cos(θ) + sin(θ))2drdθ

=

∫ π/4

0

(1 + 2 sin(θ) cos(θ))

[
r4

4

]2 cos(θ)

2 sin(θ)

dθ

= 4

∫ π/4

0

(1 + 2 sin(θ) cos(θ))(cos2(θ)− sin2(θ))dθ

= 2

∫ π/4

0

2(1 + 2 sin(θ) cos(θ))(cos2(θ)− sin2(θ))dθ



= [(1 + 2 sin(θ) cos(θ))]π/40 = 3. (2Pts)

II) Maintenant, pour le volume de ∆, on a

V ol(∆) =

∫∫∫
∆

dxdydz =

∫∫
B

(x2 + y2)dxdy

où
B = {(x, y) ∈ R2, x2 + y2 ≤ a2, |x| ≤ a+ y, a > 0}

On peut diviser le domaine en deux , un demi-disque de centre 0 et de rayon a et un triangle. Voir
�gure au dessous

Ainsi,

V ol(A) =

∫ π

0

∫ a

0

rr2drdθ +

∫ 0

−a

∫ a+y

−a−y
(x2 + y2)dxdy

= π
a4

4
+

∫ 0

−a

[
x3

3
+ y2x

]a+y

−a−y
dy

= π
a4

4
+

∫ 0

−a

[
2

3
(a+ y)3 + 2y2(a+ y)

]
dy

= π
a4

4
+

[
1

6
(a+ y)4 +

2

3
ay3 +

y4

2

]0

−a

= π
a4

4
+

1

6
a4 +

2

3
a4 − a4

2
= a4(

π

4
+

1

3
). (3Pts)

a−a

−a

a B
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