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Exercice 1 :  Soit 𝑞 une forme quadratique définie sur ℝ2 par : 

𝑞(𝑥) = 𝑥1
2 + 3𝑥2

2 − 2𝑥1𝑥2 

1- Appliquer le critère de Sylvester pour donner le signe de 𝑞 puis 

déduire sa signature avec justification.  

2- 𝑞 Est-elle non dégénérée ? est-elle définie ? 

3- Donner la réduction de 𝑞. 

4- Trouver le cône isotrope de 𝑞.  

5- Soit 𝐺, 𝐻 ∈ 𝑀2(ℝ) ou 𝐻 est associée à 𝑞 relativement à la base 

canonique de ℝ2 et tel que 𝐺𝑡𝐻𝐺 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(1,1). Trouver 𝐺 et 

montrer qu’elle est inversible.  

6- Trouver la forme polaire 𝑓𝑞 de 𝑞. 

7- L’espace ℝ2 muni de la forme 𝑓𝑞 est-il Euclidien ? 

8- Orthonormaliser les vecteurs colonnes de 𝐺. 

Exercice 2 : Soit ℝ3[𝑋] l’espace des polynômes de degré inférieur 

ou égal à 3, muni du produit scalaire < , > défini par :                              

< 𝑃 , 𝑄 > =  ∫ 𝑃(𝑡)𝑄(𝑡)𝑑𝑡
1

0
. Déterminer le polynôme, projection 

orthogonale de 𝑃(𝑋) = 𝑋3 + 2 sur le sous espace 𝐹 = {𝑃 ∈

ℝ3[𝑋] / 𝑃(𝑋) = 𝑎𝑋 + 𝑏𝑋2, 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ}, puis donner la valeur de 

 min
𝑎,𝑏∈ℝ

∫ (𝑋3 − 𝑎𝑋 − 𝑏𝑋2 + 2)2𝑑𝑋
1

0
. 

 

Exercice 3 : On considère dans ℝ3  muni du produit scalaire 

canonique deux sous espaces supplémentaires 𝐾 = 𝑣𝑒𝑐𝑡(−1, 2, 0) et 

𝐿. On fait la projection orthogonale sur 𝐿 parallèlement à 𝐾.  

Si on note par 𝑝𝐿 cette projection, donner l’expression de 𝑝𝐿(𝑣), avec   

𝑣 = (𝑥, 𝑦, 𝑧). Si on note par 𝑠𝐾 la symétrie orthogonale de 𝑣 par 

rapport à ker (𝑝𝐿), trouver la matrice représentative de cette symétrie.  
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