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Exercice 1. ( 4 Pts)
Soit f: R?* — R une fonction de classe C'. Pour tout (z,v, z) € R3, on pose

g(ZL‘,y,Z) :f<l'—y,y—Z,Z—CL').

Montrer que
dg 0dg Oy
—+—=4+==0
ox * oy * 0z

Exercice 2. ( 3 Pts)
Soit f la fonction définie par
f(z,y) = In(1+ 2z + 7).

1) Déterminer le domaine de définition D de f.
2) Calculer le gradient de f en (0,1) et en déduire la différentielle en ce point.
3) Calculer la dérivée directionnelle de f en (0,1) suivant le vecteur (2,1).

Exercice 3. ( 6 Pts)
Soit f : R? — R définie en chaque (z,y) € R? par

f(x,y) = exp (%xg T yQ) .

1) Trouver les points critiques de f.
2) Déterminer la nature des points critiques.
3) f admet-elle un extremum global sur R??

Exercice 4. ( 7 Pts)
Soit f la fonction de R? dans R définie par

s (a 0,0),
f@?y):{w (o) # 0.0
0 si (z,y) = (0,0).

1) Montrer que f est continue sur R?.

2) Etudier I'existence des dérivées partielles premiéres de f sur R2.

3) Etudier la continuité des dérivées partielles premiéres de f sur R2.
4) En déduire I'ensemble sur lequel f est de classe C*.

5) Soit g : R? — R? définie par g(z,y) = (v + y, zy).

Pour (z,y) # (0,0), calculer les matrices Jacobiennes de f, g et fog.
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Exercice 1. ( 4 Pts)

On pose
u=x—y, v=y—z w=z—xz (0.5Pt)
Alors 09 Ofdu Ofdv  0fd
Jg u v w
Or  Oudx T ov Oz + ow Oz (0.5P¢)
ag 8f8u 0f0”0 af ow
dy  Oudy T v dy * ow dy (0.5P¢)
8g 8f8u 8f8v (9fc9w
0z Oudz T v Oz " ow ow 0z (0.5Pt)
Ainsi, 5 of o
g —_— — — —
or  Ou Ow (0.5Pt)
gg _ of of
9~ ou a0 (0.5Pt)
09 _ _9f  Of
92~ o + w0 (0.5Pt)
Donc,

99 89 g of 9f of 9f of of
9r "oy "9 0u 9w ou o o taw O (05PY)

Exercice 2. ( 3 Pts)
Ona f(x,y) = In(1 +x + y?).
1) Le domaine de définition de f est
D={(z,y) €R’ 1+z+y*>0} (0.5Pt)

2) Le gradient de f est

Donc,

La différentielle en ce point est
1
df(0,1)(h, k) = §h + k. (0.5Pt)

3) La dérivée directionnelle de f en (0,1) en direction de v = (2,1) est

Dy f(0,1) = 2. g(o 1)+ 1. %(0 1)=2. (1Pt)



Exercice 3. ( 6 Pts)
Ona f(z,y) = e3™ =¥’
1) Les points critiques de f vérifient

—af X —= 0 2 — 1 %xS_w—yQ = O
Y T es
{ Q?Ex ; P (0.5Pt) < { ( ) );ms_z_yg B
ay\L: Y —2yes =0.

. 1.3 2 . . . .
Puisque V(z,y) € R?, e5% % > (), alors ceci revient au systéme suivant

?—-1=0 el T= +1
—2y =0 y = 0.
Donc, les points critiques de f sont (1,0) et (—1,0). (0.5 Pt)

2)La nature des points critiques :
Remarquons que

o2 f (e, o2 f
Y)  ear (T,9)
Hessg(x,y) = <a2f %afy

_ *$3—II) y _ _ .'L’ —Tr— y
_ (22 — 1)es e 2y(_x 1)e3 o (0.5Pt)
—2y (2% — 1)e3™ —=~ v _9ezriey? + 2yes® TV

) (0.5Pt)

Pour le point (1,0),

2e72/3 0
Hessf(l,O):< 0 —2@2/3) (0.5Pt)

Puisque det Hessg(1,0) <0, (0.5 Pt)alors (1,0) est un point selle. (0.25 Pt)
Pour le point (—1,0), on a

—2¢72/3 0
Hessf(1,0) = ( 0 _26_2/3> (0.5Pt)

Puisque det Hessy(—1,0) >0, (0.25 Pt) et ( 1,0) <0, (0.25 Pt) alors (—1,0) est un
maximum local.  (0.25 Pt)
3) On peut remarquer que
lm f(z,0) =400 > f(—1,0) = */*.
T—>—+00

Donc, il n'y a pas de maximum global et puisque les extrema globaux sont a chercher parmis les
locaux, alors il n'y a pas de minimum global. (1.5 Pts)

Exercice 4. ( 7 Pts)
1) On remarque que f est continue sur R?\ {(0,0)} puisque f a une expression rationnelle. (0.25
Pt)
En (0,0), et par les coordonnées polaires, on a
4 4 400
im Y i DO g spy
(z.)—(0,0) 22 +y2  vor—0 12

Donc, f est continue en (0,0) ¢cad que f est continue sur R?. (0.25 Pt)
2) Pour (z,y) # (0,0), on a

of 2yt

%(ZE?y) - (3:2 +y2)2’ (025Pt)
of _ 20227 + )
9y (x,y) = I (0.25Pt)



Pour (z,y) = (0,0), on a

af . f 07 _f 070 . 4
r 00 = iy FEU 0 i <0, 03P

3) On remarque que sur R?\ {(0,0)}, les dérivées partielles % et % sont continues. (0.25 Pt)
Pour (z,y) # (0,0), on a
2|z|y*

lim
(z,9)—(0,0)

9z Y T w00 (224 y2)%

Par les coordonnées polaires, on obtient

lim =0 (1Pt)

(=,9)—(0,0)

of .. rlcos(9)|r*sin*(6)
%(x, y)‘ o vel,lggo ri

puisque | cos(8)|sin?(6) est bornée.
D'autre part, on a

of

- 2ly*(22* + )
a_y(xa y)' -

()00 (22 +y?)?

lim
(z,9)—(0,0)

et par les coordonnées polaires, on obtient que

9

_ of L 2r%cos(0)P(r? + 12 cos?(0))
(:c,yl)lg%o,o) 8_y(x’y)’ B V(},lfgo 4
2 5 3 1 2
o Z | cos(6)] (4 + cos*(6)) _0 (1PY)
vO,r—0 r

puisque | cos(0)]?(1 + cos?(0)) est bornée.
Donc, % et g—i sont continues sur R?.  (0.25 Pt)

4) Les deux dérivées partielles premiéres sont continues sur R?, donc f est de classe C! sur R%.
(0.5 Pt)
5) On a g(z,y) = (v + y, zy). Alors

Aussi, pour f,

Tr(wy) = (G 2Eo80) (0.5PY)

22 4y2)2 (22+42)2

Sachant que Jyo4(x,y) = Jf(z,y)J,(z,y), alors
(2wt —2pa)) (1]
Jfog(-fE, y) - ((x2+;2)2 (z2192)2 ) (y I)

—2r 4 4 1.2 2 _9r 4 3$ 1’2 2
- <(x22+yy2)2 2y(x(22+yj)y2) (xziyyz)z 2y(w2(2+y;;2y )> (0.5Pt)
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