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ANALYSE3
Fiche de TD 3 : Les séries entiéres.

Exercice 1. Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres suivantes en précisant le
domaine de convergence

1) Z %x", 2) Z(ln(n))\/ﬁx”, 3) Z ix",

n + arctan(n)

n

_9)n
4) Zuz?’"“, 5)2 ¢ ", a>0, b>0.

n—+1 1+0bn

Exercice 2. Trouver le rayon de convergence R, calculer la somme pour tout nombre réel x tel
que |z| < R et étudier ce qui se passe si |z| = R pour les séries entiéres suivantes

(_1)n—1x2n (_1)711,271, " "
DY Pl Yl Yl
n>0 n>0 n>1 n>0

Exercice 3. Développer en série entiére au voisinage de 0, les fonctions suivantes en précisant le
domaine de convergence

1)f(x):1n1/1ti, 2)f(z) = (1—ax)1(1—bx)’ a,b>0, a#b.

Exercice 4. Soit f la fonction défine par

() = arctan (1 - ”“"2) .

14 22

1) Déterminer le développement en série entiére en 0.
2) Déterminer le rayon de convergence de la série f.

' , . (=D"
3) En déd 1 S de la sé : :
) En déduire la somme e la série numérique ; (2n £ 1)az

Exercice 5. On considére Péquation différentielle suivante.
xy" +2y +xy=0

(E)Y y(0)=1
y'(0) = 0.

o0
On note y(x) = E a,z", une série entiére dont le rayon de convergence R est strictement
n=0

positif.

1) Calculer les coefficients ag, a1, as, az et ay.

2) Calculer les coefficients a,,n > 5.

3) En déduire la solution de I’équation différentielle (E).



Exercice 6. (Facultatif)
Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres suivantes en précisant le domaine de
convergence

1) Z n 3: 1x", 2) Zcos(%)x”, 3) ; %, 4) Z %x”, k e N*.

n>0 n>1 n>1

Exercice 7. (Facultatif)
Trouver le rayon de convergence R, calculer la somme pour tout nombre réel x tel que |z| < R
et étudier ce qui se passe si || = R pour les séries entiéres suivantes

$2n+2

2 n-1 n n?—n+4
1)Zn$ : 2) Zn(n+1)(2n+1)’ 3) Zcosh(n)x : 4) Zn——l—lx :

n>1 n>1 n>0 n>0

Exercice 8. (Facultatif)
Soit a € R.
1) Trouver le rayon de convergence des séries entiéres suivantes

cos(na) sin(na)
e t .
po) s, gsinla),

2) Lorsque |z| < 1, calculer la somme de

3) Montrer que pour |z| < 1, on a

S Sin(na) o _ oo (M) '

& on 1 — x cos(a)

Exercice 9. (Facultatif)
Développer en série entiére au voisinage de 0, les fonctions suivantes en précisant le domaine
de convergence

1

Df(w) = 2?2 =2t + 1’

teR, 2)f(x) = In(z* + 2+ 1), 3)f(x) = /Ox cos?(t)dt.

Exercice 10. (Facultatif)
Chercher les fonctions y développable en série entiére au voisinage de 0 de I’équation différen-
tielle suivante
2%y — x(x +4)y +2(z +3)y = 0.



