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Exercice 1. ( 5 Pts)
Étudier la nature des séries numériques suivantes

1)
+∞∑
n=1

(n+ 1)2n

(2n)!
, 2)

+∞∑
n=1

exp(−
√
n)√

n

Exercice 2. ( 5 Pts)
Soit la série de fonction de terme général

un(x) =
x

n(1 + nx2)
, n ≥ 1, x ≥ 0.

1) Montrer que
∑
n≥1

un(x) converge normalement sur [0,+∞[.

2) On note S la fonction somme de la série
∑
n≥1

un(x).

Montrer que S est de classe C1 sur ]0,+∞[.
3) Montrer que lim

n→+∞
S(x) = 0.

Exercice 3. ( 6 Pts)
Soit la série entière suivante

f(x) =
∑
n≥0

x2n+4

2n(n+ 1)(n+ 3)
.

1) Déterminer le rayon de convergence R.
2) En déduire le domaine de convergence Df .
3) Pour x ∈ Df , calculer la somme de la série entière f.
4) En déduire la somme de la série numérique∑

n≥1

1

(n+ 1)(n+ 2)
.

Exercice 4. ( 4 Pts)
Soit la fonction f1, 2π−périodique dé�nie sur ]− π, π] par

f1(x) =


1 si x ∈]− π,−π

2
]

0 si x ∈]− π
2
, π
2
[

1 si x ∈ [π
2
, π]

1) Déterminer la série de Fourier associée à f1.
2) Soit f2 la fonction 2π−périodique dé�nie par

f2(x) = −
x

2
+

∫ x

0

f1(t)dt.

En déduire la série de Fourier associée à f2.
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Exercice 1. ( 5 Pts)

1) On a
∑ (n+ 1)2n

(2n)!
. Appliquons le critère de d'Alembert.

lim
n→+∞

(n+ 2)2n+2

(2n+ 2)!

(2n)!

(n+ 1)2n
= lim

n→+∞

(n+ 2)2n+2

(n+ 1)2n
1

(2n+ 2)(2n+ 1)

= lim
n→+∞

(n+ 2)2n+2

2(n+ 1)2n+1

(n+ 2)

(2n+ 1)
= lim

n→+∞

(
n+ 2

n+ 1

)2n+2
(n+ 1)

2(2n+ 1)

= lim
n→+∞

(
1 +

1

n+ 1

)2n+2
(n+ 1)

2(2n+ 1)
= lim

n→+∞

[(
1 +

1

n+ 1

)(n+1)
]2

(n+ 1)

2(2n+ 1)

=
e2

4
> 1,

donc la série diverge. (2.5 Pts)

2) Pour
∑ exp(−

√
n)√

n
, on remarque que

lim
n→+∞

n2 e
−
√
n

√
n

= lim
n→+∞

n3/2 e
−
√
n

√
n

= 0.

Donc, pour n assez grand,

n2 e
−
√
n

√
n
≤ 1.

Ainsi,
e−
√
n

√
n
≤ 1

n2
.

Puisque
∑ 1

n2
converge, alors par le critère de comparaison, la série

∑ exp(−
√
n)√

n
converge.

(2.5 Pts)

Exercice 2. ( 5 Pts)

On a pour x ≥ 0,
+∞∑
n=1

x

n(1 + nx2)
.

On remarque que

u′n(x) =
n(1 + nx2)− 2n2x2

n2(1 + nx2)2)
.

Alors, u′n(x) = 0⇔ n− n2x2 = 0⇔ n(1− nx2) = 0⇒ x =
√

1
n
.

De plus, un(0) = 0 et lim
n→+∞

un(x) = 0. Donc,

sup
x≥0

un(x) = un(
1√
n
) =

1

2n3/2
.



Puisque
∑ 1

n3/2
converge ( série de Riemann), alors la série

+∞∑
n=1

x

n(1 + nx2)
converge normalment

sur [0,+∞[. (2 Pts)
2) Montrons que S est de classe C1 sur tout intervalle [a, b] ⊂]0,+∞[. Il su�t de montrer que∑

u′n(x) converge uniformément sur tout [a, b].

On a

u′n(x) =
1

n(1 + nx2)2
− x2

n(1 + nx2)2
.

D'autre part, pour x ∈ [a, b], on a

1

n(1 + nx2)2
≤ 1

n(1 + na2)2

et
x2

n(1 + nx2)2
≤ b2

(1 + na2)2
.

Donc,

sup
x≥0

u′n(x) =
1

n(1 + na2)2
+

b2

(1 + na2)2
.

Puisque
∑ 1

n(1 + na2)2
et
∑ b2

(1 + na2)2
convergent, alors

∑
u′n(x) converge normalement,

donc uniformément sur [a, b]. Ainsi, S est de classe C1 sur ]0,+∞[. (2 Pts)
3) On a ∀x > 0, un(x) ≤ x

n2x2
= 1

n2x2
. Donc,

S(x) ≤ 1

x

∑ 1

n2
.

Puisque
∑ 1

n2
converge, alors lim

x→+∞
S(x) = 0. (1 Pt)

Exercice 3. ( 6 Pts)

On a f(x) =
+∞∑
n=0

x2n+4

2n(n+ 1)(n+ 3)
.

1) Le rayon de convergence R :
Appliquons le critère de d'Alembert

lim
n→+∞

∣∣∣∣ x2n+6

2n+1(n+ 2)(n+ 4)
.
2n(n+ 1)(n+ 3)

x2n+4

∣∣∣∣ = x2

2
.

Si x
2

2
< 1⇔ x2 < 2⇔ |x| <

√
2, alors la série entière converge, donc R =

√
2. (1 Pt)

2) Pour x = +
√
2, on a la série numérique suivante

∑ (
√
2)2n(

√
2)4

2n(n+ 1)(n+ 3)
=
∑ 4

(n+ 1)(n+ 3)
qui converge. (0.5 Pt)
Même chose pour x = −

√
2. (0.25 Pt) Donc,le domaine de convergence est Df = [−

√
2,+
√
2].

(0.25 Pt)
3) La somme de f :
On remarque que pour x 6= 0, on a f(0) = 0. (0.25 Pt)
Pour x ∈ Df \ {0}, on a

1

(n+ 1)(n+ 3)
=

1

2

(
1

n+ 1
− 1

n+ 3

)
.

Donc,

f(x) =
+∞∑
n=0

x2n+4

2n+1(n+ 1)
−

+∞∑
n=0

x2n+4

2n+1(n+ 3)



= x2
+∞∑
n=0

(x
2

2
)2n+1

(n+ 1)
− 4

x2

+∞∑
n=0

(x2)n+3

2n+3(n+ 3)

= x2 ln(1− x2

2
)− 4

x2

+∞∑
n=3

(x
2

2
)n

(n)

= x2 ln(1− x2

2
)− 4

x2

(
ln(1− x2

2
− x2

2
− 1

2

(
x2

2

)2

)

)

=

(
x2 − 4

x2

)
ln(1− x2

2
) + 2 +

x2

2
. (3Pts)

4) Pour x =
√
2, on a

4
+∞∑
n=0

1

(n+ 1)(n+ 3)
= 3,

donc
+∞∑
n=1

1

(n+ 1)(n+ 3)
=

3

4
− 1

6
=

7

12
. (0.75Pt)

Exercice 4. ( 4 Pts)
1) Nous remarquons que f est paire, donc bn = 0, ∀n ≥ 1. (0.5 Pt)

a0 =
2

π

∫ π

0

dx =
2

π

∫ π

π/2

dx = 1, (0.5Pt)

et pour n ≥ 1,

an =
2

π

∫ π

π/2

cos(nx)dx =
2

nπ
[sin(nx)]ππ/2

= − 2

nπ
sin(n

π

2
). (1Pt)

Donc,

a2m = 0, et a2m−1 =
2(−1)m

π(2m− 1)
. (0.5Pt)

Ainsi, la série de Fourier associée à f est

Sf (x) =
1

2
+

2

π

+∞∑
m=1

(−1)m

(2m− 1)
cos((2m− 1)x). (0.5Pt)

2) On a f2(x) = −x
2
+
∫ x
0
f1(t)dt. Donc,

f2(x) = −
x

2
+

2

π

+∞∑
m=1

(−1)m

(2m− 1)2
[sin((2m− 1)t)]x0

⇒ f2(x) = −
x

2
+

2

π

+∞∑
m=1

(−1)m

(2m− 1)2
sin((2m− 1)x). (1Pt)
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