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Exercice 1. ( 5 Pts)
Etudier la nature des séries numériques suivantes

400 +o0
(n+ 1) exp(—/n)
1) E —(Qn)' ) 2) E Jn
n=1 ’ n=1
Exercice 2. ( 5 Pts)
Soit la série de fonction de terme général
(2) = —0—— >1, >0
up(z) = : n>1, x>0.
n(1 + na?)

1) Montrer que Zun(x) converge normalement sur [0, +o0].

n>1
2) On note S la fonction somme de la série Zun(x)
n>1

Montrer que S est de classe C! sur |0, +o0.

3) Montrer que nl_l)I_’I_loo S(xz) =0.
Exercice 3. ( 6 Pts)

Soit la série entiére suivante

IO =Y g
LT )+

1) Déterminer le rayon de convergence R.

2) En déduire le domaine de convergence Dy.

3) Pour x € Dy, calculer la somme de la série entiére f.
4) En déduire la somme de la série numérique

1
Z(n+1)(n+2)'

n>1

Exercice 4. ( 4 Pts)
Soit la fonction f, 2m—périodique définie sur | — 7, | par

1 siz ] —m, —7]
filx) =< 0 size]— 7,5
1 si v €[5,

1) Déterminer la série de Fourier associée a fi.
2) Soit f, la fonction 2w —périodique définie par

Ao =5+ [ ni

En déduire la série de Fourier associée a f.
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Exercice 1. ( 5 Pts)
1 2n
1) Ona Z % Appliquons le critére de d'Alembert.
. (n+2)2 (2n)! . (n+2)t2 1
lim = lim
ntoo (2n+2)! (n4+1)>  noto (n+ 1) (2n+42)(2n+1)
(n+2)**2 (n+2) _ n+2\"*" (n+1)
= lim = lim —_
n—o+too 2(n + 1)1 (2n 4+ 1)  notoo \n+1 2(2n +1)
2n+2 (n+1)7 2
1 1 1
n—s+o0 n+1 22n+1)  notoo n+1 2(2n+1)
2
=—>1
4 7
donc la série diverge. (2.5 Pts)
2) Pour Z %\/—T{/—n)’ on remarque que
~Va ~Va
e e
lim n? = lim n¥?—— =0.
Donc, pour n assez grand,
Ze_ﬁ 1
<
n i S
Ainsi,
eV 1
Nk
]_ _
Puisque Zﬁ converge, alors par le critére de comparaison, la série Z%\/ﬁ\/ﬁ) converge.

(2.5 Pts)
Exercice 2. ( 5 Pts)

+oo T
On a po >0 _—
napotre =t ;n(l—l—nﬁ)

On remarque que
i () = n(1 + na?) — 2n2x?
n?(1 + nz?)?)

Alors, ! (r) =0 n—n?22 =0 n(l—n2?) =0=1= /L1

n

n

De plus, u,(0) =0 et lim wu,(x) = 0. Donc,
—+00



—+00

€T
Puisque E —75 converge ( série de Riemann), alors la série E

————— converge normalment
n(1 + na?)

sur [0, +o0]. (2 Pts)
2) I\/Iontrons que S est de classe C! sur tout intervalle [a,b] CJO,+oo[. Il suffit de montrer que

Zu ) converge uniformément sur tout [a, b].
On a

1 x?

n(l1+nz2)?  n(l+ na?)?

U (1) =

D’autre part, pour = € [a,b], on a

1 1
<
n(1+nz?)?2 — n(1 + na?)?
et
x? b?
n(l+nx?)?2 = (1+na?)?’
Donc,
sup () L, ¥
upu, () = .
:):213 " n(l1+4+na?)? (14 na?)?
Puisque Z; et ZL convergent, alors Zu’ (x) converge normalement
n(1 + na?)? (14 na?)? ' " '

donc uniformément sur [a,b]. Ainsi, S est de classe C! sur |0, +oo[. (2 Pts)
3) On aVz > 0, uy(z) < -5 = —. Donc,

xT

< - —.
Slw) < x n?
Puisque Z— converge, alors lim S(z) =0. (1 Pt)

T—+00
Exercice 3. ( 6 Pts)
+oo p2ntid

Ona f(z) = nZ:% 2"(n+1)(n+3)

1) Le rayon de convergence R :
Appliquons le critére de d'Alembert

lim
n—-4o00

x?nto 2"(n+1)(n+3)| a?
20t (n+2)(n+4) p2ntd 27

Si ﬁ <1e 22 <2e |z < /2, alors la série entiére converge, donc R = v/2. (1 Pt)
\/§)Qn<\/§)4 _ Z 4
2n(n+1)(n+3) (n+1)(n+3)

2) Pour z = —|—\/§ on a la série numérique suivante Z

qui converge. (0.5 Pt)

Méme chose pour z = —/2. (0.25 Pt) Donc,le domaine de convergence est Dy = [—\/5, +\/§]
(0.25 Pt)

3) La somme de f:

On remarque que pour x # 0, on a f(0) =0. (0.25 Pt)

Pour z € D\ {0}, on a

(n+1)1(n—|—3) :%(nil_nis)'

DOHC,
400 400
l,2n+4 x2n+4

@0 =3 567 ~ X 30T 3)



200 %)Qn-i-l 4+00 (l,Q)n—i-B
n+3
—~ (n+ — 273(n + 3)
2 4+OO z2\n
:x21n(1—$—)—— (%)
z? (n)
n=3
x? 4 22 22 1 (22\?
=2"Inl-—)——=|In(l——=————— —
vl =) x2<n( 2 2 2(2)>>
4 2 .fL'Q
:(xQ—;)ln(l——)+2+— (3Pts)
4)Pourx:\/§,ona
+oo
> s
— (n+1)(n+3) ’
donc .
= 1 1
> —Z———— (0.75Pt)
— (n+1)(n+3) 6

Exercice 4. ( 4 Pts)
1) Nous remarquons que f est paire, donc b, =0, Vn > 1. (0.5 Pt)

= %/ / dz =1, (0.5Pt)

et pour n > 1,
2 2
=2 [ eostnyta = fsn(u) 1,
T
= —— . (1Pt
e sm(n2) (1Pt)
Donc,
2(—=1)"
=0, et gy 1= ——" _  (0.5Pt
2 et dam— m(2m — 1) ( )

Ainsi, la série de Fourier associée a f est

+oo m
Si(x) = % + % Z % cos((2m — 1)z). (0.5Pt)

2) Ona fo(x) = =%+ [ fi(t)dt. Donc,

+oo m
hla) = =5+ 2 3 o pin((2m — Do)

= fle) =5+ % 3 % sin((2m — D)z). (1PY)
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