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Exercice 1. ( 3 Pts)
Discuter en fonction du paramétre o > 0, la nature de la série numérique suivante

Z (1 —cos(n™®))

n>1

Exercice 2. ( 5 Pts)
On considére la série de fonction de terme général

un(x):ln<1+£)—z, rel0,1], n>1.
n/ n

1) Montrer que Zun(m) converge simplement sur [0, 1].
n>1
2) On pose S(x) = Zun(:v)
n>1
a) Montrer que S est dérivable sur [0, 1].
b) Calculer S’(1).
Exercice 3. ( 6 Pts)
On considére I'équation différentielle suivante

(1+2%)y” + 62y + 6y =0

(E)Q w(0) =1
y'(0) = 0.
On note y(z) = Z a,x", une série entiére dont le rayon de convergence R > 0.
n=0

1) Calculer les coefficients ag et a;.

2) Trouver la relation de récurrence liant les coefficients a,,.

3) En déduire la solution de I'équation différentielle (E).
Exercice 4. ( 6 Pts)

Soit f une fonction 2m— périodique définie par

flz) =z, pour —mw<x<T.

1) Tracer le graphe de f sur au moins deux périodes.
2) Déterminer la série de Fourier associée a f, notée S;.

3) Etudier la nature de Sy sur R.
1 w2
4) Sachant — = —, en déduire | d
que Zn2 5 en déduire la somme de
n>1
+oo 1

2 (2n — 1)

n=1
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Exercice 1. ( 3 Pts)
On remarque qu’'au voisinage de 0, on a cos(z) =1 — % + o(x?), donc pour a > 0, on a
1 1 1
l—cos|— | = ol —|. (0.5Pt
(na) 2n2a + <n2a) ( )
Ainsi, on obtient
1 1
l—cos|{— | ~ . (0.5Pt
(2:) ~ gz O3P8
Si2a>1& alors Z —— converge ( série de Rieaman) et par le critére d'équivalence

>4,
> (1 — cos ( )) converge. (1 Pt)
<

Si2a <1 & a

1\3|H

, alors E —— diverge ( série de Rieaman) et par le critére d'équivalence
TL

> (1 - cos( )) diverge. (1 Pt)

Exercice 2. ( 5 Pts)
1) Si x =0, alors Zun(()) converge. (0.25 Pt)
Si x # 0, alors on peut remarquer que le DL de wu,(z) est

2

un() = — g+ 0l Ly apy)

r 1 e
Alors, [un ()] ~ 5, (0.5 Pt) or Z 3 converge et donc par le critére d'équivalence Zun(x)

converge absolument, cad simplement sur [0,1]. (0.5 Pt)
2) a) On peut remarquer que Vn € N*, u,, () est de classe C' sur [0,1]  (0.25 Pt) et Vz € [0, 1],

1 1 —
ol (z) = = "% (05Pt)
r+n n n(r+n)
Donc, .
Vn e N*, Vzel0,1], |u,(z)< ol (0.5Pt)
1

0 — td I td if t 0,1]. Ainsi,

r Z 5 converge et donc Zu ) converge normalement donc uniformément sur [0, 1]. Ainsi

S est dérivable sur [0,1]. (0.5 Pt)
b) On remarque que

~1. (1Pt)

:ZUL(I)ZZQL__

n>1 n>1

I |~
N———
I



Exercice 3. ( 6 Pts)
1) On remarque facilement que y(0) = ag et ¥'(0) = a; et donc d’aprés les conditions de I'équation
(E),onaay=1eta; =0. (0.5 Pt)

2) Posons y(z) = Zan:z:”, on a donc ¢/(z) = Znanx”_l et y'(z) = Zn(n — 1)aa" 2
n>0 n>1 n>2
En remplacant dans (F), on obtient

Z n(n — Da,a" 2 + Z n(n — 1a,z"™ + Z 6na,z" + Z 6a,z"” =0 (0.5Pt)

n>2 n>1 n>1 n>0

&= Z(n +2)(n + 1)aproz™ + Z(”Q +5n+6)a,z" =0

= Z ((n+2)(n+ Dapse + (n+2)(n + 3)a,) 2" = 0.

Il s’en suit que

Vn >0, (n+1Dapi2+ (n+3)a, =0

—(n+3)
n+1

3) On remarque que pour a; = 0, on a az = 0, ... et par récurrence, as,11 = 0 pour p > 0. (0.5
Pt)

E Qpto = a,. (1Pt)

D’autre part, pour ay = 1, on a a; = —3, a4 = 5, ... et par récurrence, on a ag, = (—1)?(2p + 1).
(1 Pt)
Ainsi,
y(@) = (=1)"(2n+ 1)a™"
n>0
DN we
n>0 n>0
1
9,2 _ 2 \n—1
=222 n(—2)"" + 2 (1PY)
n>1
—222 1
== 4 (1.5Pts)

(14222 1+42%
Exercice 4. ( 6 Pts)
1) Le graphe de f est (0.5 Pt)

30




2) Puisque f est paire, alors b, =0, Vn>1. (0.25 Pt) Donc,
2 [7 2 [24]7 3
ap = —/ widr == {x—] =T (0.25Pt)
0

Aussi, en ulitilsant une série d'intérgation par parties, on obtient

- /0 " % cos(na)da = 2 ({M]W _3 /0 " sin(nm)daz)

™ ™ n 0 n

_ _% ([_WK + % /(fxcos(nx)dx)

__ 0 {_M ;2 /Oﬂxcos(nx)dx}

n n

_ 67r(n—21)” B 7352 ({xsh;(nx)lr B %/0” Sin(m)dx)

_ Gm(-1)" 12

N n? mn?
6mr(—1)" 12
m(=1) N

Ainsi,

3 +oo n n
Ve e R, Sp(x)= WZ + 6#2 <(_le) + 20= (1) )> cos(nz). (0.5Pt)

m2n4

3) Il suffit de remarquer que puisque la fonction f est contine sur R, alors la convergence est
uniforme. (0.5 Pt)
4) On remplace z =7, (0.5 Pt) alors on obtient

f(ﬂ') — 7]_3 — ﬂ—z + 671'2 ((_?112)71 + 2(1 _2<_1)n>> (_1)n

m2n4
3 +o0 +oo n
T 1 1281 - (-1
= —+6 — 4+ — — 2 2 (=1)". (0.5Pt
4+7rn21n2+7rn1 (=" (0.5Pt)
+ool 7T2
E I t — = — al
n remplacant que ; = a alors on a
3 2 +oo
, 7 12 2
=T el -2 1Pt
T T TS 0(2p—1)4( )
Ainsi,
+00 1 4
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