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L’usage de tout document ou appareil électronique est strictement interdit.

Exercice 1. ( 6 Pts)
Etudier la nature des séries numériques suivantes

—a(n+1)

Ny — <R 2) S (-1 (w1 1)

Exercice 2. ( 6 Pts)
Soit la série entiére suivante

+oo
flz) = peRRELAE
n=2
1) Déterminer le rayon de convergence R.
2) En déduire le domaine de convergence.
3) Calculer la somme de la série entiére f.
Exercice 3. ( 8 Pts)
Soit la série de fonction de terme général
t n+1
un(z) = 2R) e g0
n(n+1)

1) Montrer que Zun converge normalement sur [0, +oo].
n>1

2) On note S Zun . En déduire que S est continue sur [0, +o0.
n>1

3) Etablir que
1
Ve >0, S(z)+ S(E) =

e

4) Montrer que S est dérivable sur [0, 1].

5) En déduire que S est croissante sur [0, 1] et déterminer lim S'(z).
T—1~
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Exercice 1. ( 6 Pts)
e—a(n+1)

DY T

Appliquons le critére de D'alembert.

—a(n+2) _/ 1
lim < YREL e (0,5P%)

On remarque que si e~ < 1 < a > 0, alors la série converge. (0,5 Pt)

Sie ™ >1< a<0, alors la série diverge. (0,5 Pt)
1

Sie ®=1,alorsa=0. (0,5 Pt) Dans ce cas, on a la série numérique ui diverge
(0,5 Pt) que Nt g
car
! L 0,5pP¢)
vn+1 /n ’
et Z dlverge ( série de Riemann). (0,5 Pt)
2) Z(—n (nt/"* — 1)
On remarque que
(1) — D) =0t —1=¢" — 1. (0,5P¢t)
_ . In(n)
Puisque hrf 5~ =0, (0,25 Pt) et sachant que le DL de e® est ¢ =1 +x + o(z), (0,5
n—+o0o N
Pt) alors
n(n) In(n)
e —1~—22 (0,5Pt)
In( n)

D’autre part, on sait que Z

critére d'équivalence Z 1/7* _ 1) converge (0,5 Pt) et donc Z n'/"™ — 1) converge

absolument donc elle converge. (0,25 Pt)
Exercice 2. ( 6 Pts)

est convergente ( série de Bertrand), (0 5 Pt) donc par le

1) Le Rayon de convergence R est donné par

1 .
— = lim
n—-+oo

(=)t n?2—1
(n+1)2—1 (-1)"

—1)"

2) Pour x = 1, on a la série numérique E > 1 qui converge par le critére de Leibniz ( le terme
n? _

—1=R=1 (1Pt

—— est décroissant et lim
n—-+oo n2

! S=0). (1PY)



) ) 1 ) 1
Pour x = —1, on a la série numérique E ——— qui converge car —— ~ - avec g — converge.
’ n2—1 ni-1 — =n n2

(1 Pts) Ainsi, le domaine de convergence D est
D=[-1,+1]. (0,5Pt)

3) La somme :
Pour x =0, on a f(0) =0 On remarque que
I 1 12 12
n2—1 m-1)n+1) n-1 n+1

Ainsi, pour x # 0,

n >2 >2
1 [ (_1>nxn—1 . (_1)nxn+1
T2 o Z n—1 o Z n+1
n>2 >2 .
1 i (_1>n+1xn . (_1)n—1$n_
ey
L n>1 n>3 |

Exercice 3. ( 8 Pts)
1) On remarque que Vn € N et Va > 0,

arctan(z" 1)
n(n+1)

= 2n(n+ 1)

< 0,5Pt)

v
TR

: . 1
Puisque la série Z 3 converge, alors Zun(x) converge normalement sur [0, +oo[. (0,5 Pt)
2) Puisque u,(x) est continue sur [0, +00] et la série Zun(a:) converge normalement donc unifor-

mément sur [0, +00], alors par le théoréme du cours, S(z) = Zun(x) est continue sur [0, +o0.
(0,5 Pt)
3) On a Vz €]0, +o0,

S(@)+5() =3

{arctan(x”“) arctan(—r) ]
n>1

n(n+1) * n(n+1)

1
n(n+1)

1
— Z [arctan(x"“) + arctan(anrl )]
n>1

Sachant que
1
Vt >0, arctan(t)+ arctan(g) = g,

alors

S(z) + Sé) -ty m (1Pt)

n>1
D’autre part, on sait que

n

- 1 1 1 1
—~ k(k+1) ;(n n—l—l) n+1




Donc,

1 . 1
Z—: lim (1— )=1
n(n—l—l) n—r+00 n+1

n>1
Ainsi,
1 U
Vr €]0, 400, S(z)+ S(E) =5 (1Pt)
4) Pour n € N*, u,(z) est dérivable sur [0, 1] et Vz € [0, 1], on a

i (z) = —— ((n—}—l)x”) " (0,5PY)

n(n+1) \ 1+ 220+ n(l 4 z2n+2)

Soit a € [0, 1] fixé, on a pour tout n € N* et Va € [0, af,
/ ':Cn n n
lu, (2)] < — < 2" <a". (0,5Pt)
n

Puisque 0 < a < 1, alors Z a" converge donc Zu%(m) converge normalement donc uniformément
sur tout [0,al,a € [0,1]. (0,5 Pt)

Par le théoréme de dérivation du cours, la fonction S est dérivable sur [0,1[. (0,25Pt)

5) On a

n

x
/ JR—
n>1
Remarquons que S'(0) = 0, (0,25 Pt) donc Vx € [0,1], S’(z) > 0. Ainsi, S est croissante.
(0,5 Pt)
Maintenant, on a pour tout = € [0, 1]
S sy P lnaoa) apy
n(l+ z27+2) — 2n 2

n>1

: . 1
Puisque lim —=In(1 — z) = 400, alors
z—1— 2

lim S'(z) = 4o00. (1Pt)

r—1—
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