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1 Espaces vectoriels \X

Définition 1.1 Soient K = R ou C et £ un % le muni de deuz lois de

composition, l'une interne notée ® et l'autre notée ® définie par:
®:ExFE—F ®E><K—>E

(z,y) — z Oy,

E est dit espace vectoriel sur K, et on Q@e v si et seulement St
1. ubv=vdu (pourtousu NS
22 ud(vdw)=(udv)dw (p ;suvwEE)

8. Il existe un élément neut&ie E tel que u® 0 = u (pour tout u € E).

/ ) — a®u.

4. Tout u € E admet un
est noté —u.

yque v’ tel que u @ v = 0. Cet élément u’

S YueFE : 1Qu=u /

6. Yu € E,Va,b € 5&) (b®wu) = (a.b) @ u (. désigne la multiplication
usuelle)

7. Yue EVa,beK: (a+b)@u=(a®@u)® (b®u) (+ désigne 'addition
usuelle).

8 Vu,ve EVaeK:a® (udv)=(a®@u)® (a®v).

Les éléments de E sont appelés vecteurs, et les éléments de K sont appelés
scalaires

Exemple 1.2 On munit R? des deux régles de calcul:
V(z,y), (2',y) €R?: (z,9) + (2',y) = (¢ + 2",y + )

et
Y(z,y) € R: Va € R: a.(z,y) = (az, ay),



o, + et . sont addition et la multiplication usuelles. Muni de ces deux lois,
(R%,+,.) est un R-espace vectoriel.
Plus généralement R™, muni des deuz lois

(.%'1,1]27 7377’7,) + (y17y23 7yn) = (xl + Y1,T2 +il/2> ey Iy + yn)

et
a. (1,22, ..., Tpn) = (ax1, QT2 ..., ATy

est un R-espace vectoriel.

Proposition 1.3 Soit (E,®,®) un K-espace vectoriel.
1.Vu€e E:0Q@u=0g (Og l’élément neutre de E ).

2. VaeK:a®0g =0g
3. VaGK,VuGE:a@(u)(a)@u@&.
4. VaoeKVYueF:au=0a=0o0 = Ug.

/
2 Sous espaces vectorie @D

Définition 2.1 Une partie non vide W K.e.v E muni des deux lois + et .
est un sous espace vectoriel de F, e@() te F' s.e.v de E si et seulement si:

1. F#£0.
2. Yu,v € F.Va,B € K: au, veFl.

Exemple 2.2 Montrons qu
By e {r,y,2) eR¥/z+y—2=0}
est un sous-espace ve orme R3:
1. By # 0, car (O,MEL
2. Yu = (x,y,2) € E1,Yo=(2/,y,2") € BE1,V\, ueR:
A+ pv = Az + pa’, Ay + py', Az + pz').

Or,

Az + pz’) + Ay + py') = Az +p2') = Mz +y —2) + pla’ +y - 2) = 0.

=0 =0

caru = (x,y,2) € By etv=(2',y,2") € By = M+ pv € Ey.
Conclusion: E, est un sous-espace vectoriel de R3.

Proposition 2.3 Chaque s.e.v d’un K-espace vectoriel E contient 0.



3 Famille libre, liée

Définition 3.1 n vecteurs vy, va, ..., v, non nuls de E sont linéairements indépendants
(libres) si et seulement si

Yay,as,...,an € K: (a1v1 + agva + ... + apvy, =0) = (ag = ag = ... = a,, = 0).

Exemple 3.2 Soient les vecteurs de R : e; = (1,0,0), ea = (0,1,0) et e3 =
(0,0,1). Montrons qu’ils sont linéairement indépendants :

are1 + ases + ases = a1(1,0,0) + az(0,1,0) 4+ a3(0,0,1)
0

ai

(0,0,0) =

Ainsi, la famille {e1,e2,e3} est linéairement in@gante,

Définition 3.3 Les n vecteurs vy, va, ..., v, de ont linéairements dépendants

(liés) si et seulement si l’équation OD/
a1v1 + asvs + (s 70, =0,
admet au moins une solution a; # 0,

Exemple 3.4 Soient les vecteurs c%) cup = (1,1,0), ug = (0,1,1), et ug =

(1,2,1). Montrons qu’ils sont&
(15 170) + 02(0, 17 1) + a’3(17 2a 1)

aiuy + asus + as =
=(0,0,0)

/
\ a1+a3 :0
\):s ay +as +2a5 =0
az + as =0
¢{a1 = —das
g = —as

Donc la famille {uy,ug,us} est lice (On peut remarquer que uz = uy + ug. Ce
qui entraine que la famille {u1,u9,us} est liée).

Définition 3.5 Soient E un K.e.v et vy, v, ..., vy, n vecteurs de E. On appelle
combinaison lindire des vecteurs vy, vs, ..., U, toute expression de la forme

a1V + QU2 + ... + QpUp,

ou a1, sz, ..., € K sont les coefficients de la combinaison linéaire.



4 Bases et dimension d’un e.v

Définition 4.1 Une famille {v1,va, ..., v, } est dite génératrice de E si et seule-
ment si

Yo € E,Ja; € K tels que v = ayv1 + asvs + ... + apvy,

c’est a dire: .
E={)_ awi/o; €K},
i=1
et on écrit, E = lin{vy,va,...,v,} ou bien E = Vect{vy,va, ..., }.

Exemple 4.2 Soit E = {(z +y,y — 3z,2) € R3|x

PourueE:>u—(+y,y—3xx: y, ) =x(1,-3,1) +
y(1,1,0).
Done {(1,-8,1),(1,1,0)} est une famille générat

Définition 4.3 On appelle base d’'un e.v E tyleyamille libre et génératrice de
E.

(0,0,1)} est une base de R3. On a dé ntrer qu elle est libre. Montrons
qu’elle génératrice:

Pour u € R on a: u = (v,y,2 + (0,y,0) + (0,0,2) = =(1,0,0) +
y(0,1,0) + (0,0, 1).
Donc {ey,ez,e3} est une famz@er rice de R3. Donc c’est une base de R3

Exemple 4.4 La famille {e1,ea,e3} a Fﬁi (1,0,0)),e2 = (0,1,0),e3 =

et elle s’appelle la base canoni de R3.

Définition 4.5 Si {eq,eo, .. est une base de l'e.v E alors E est de dimen-
sion finie n. On note dimE =w/ On pose par convention dim{0g} = 0.

5 Applicati \éaire
Soient F et F' deux K-espaces vectoriels.

Définition 5.1 T de E dans I est dite linéaire si est seulement si:
Yu,v € E\Vo, 8 € K: T(au + pv) = oI (u) + ST (v).

Exemple 5.2 T : R2 — R? une application déﬁm'e par T(z,y) = (z+y,x—y).
T est linéaire. En effet, soit u = (x,y),v = (2’ yg € R? et soit o, B € R:
T(au -+ Bo) = T(ala.y) + B y') = 1oz + B’ ay + By).

= (ax + 2’ + ay + By, ax + fz’ — ay — BY).

= (a(z +y) + B +y'), ez —y) + B2’ = y)).

= (a(z +y),alz —y)) + (B +y), B" —y)).
=a(r+y,z—y)+ 8" +y, 2" —y) = aT(x,y) + BT (2", y') = T (u) + BT (v).



Proposition 5.3 Si T de FE dans F une application linéaire alors:
1.Vu € E:T(—u) =-T(u).
2. T(Og) = 0p.

Définition 5.4 Soit T : E — F une application linéaire. On appelle noyau
de T ’ensemble noté kerT défini par

kerT ={ue€ E; T(u) =0p}.

Définition 5.5 Soit T : E — F une application linéaire. On appelle image
de T ’ensemble noté ImT défini par

ImT={veF; v= T(u) avecuc E} =T (E).

Proposition 5.6 Soit T : E — F une applicatioWaire, alors kerT est un
s.e.v. de E, et ImT est un s.e.v. de F.

Theorem 5.7 Soit T : E — F une applicati%eaim, alors:
1. T est injective <= kerT = {0} .
2. T est surjective <= ImT = F.

linéaire, avec dimE = n (finie) alors
dimE = d@?—l— dimImT.

Proposition 5.9 Si T : E —/F est linéaire et dimE = dimF = n alors les
propriétés suivantes sont équivgle :

/
Theorem 5.8 (Théoréme Noyau—Intg\je;)goit T : E — F une application

o T est bijective.

o T est injective.

;\{
o T est surjective. ,\)

6 Rang d’une application linéaire

Définition 6.1 (Rang d’une application linéaire) Soit T : E — F une
application linéaire. On appelle rang de T la dimension de ImT. On le note

rgT = dimImT = dimT(E).



