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1 Généralités
1.1 Fonctions bornées

Définition 1.1 On appelle fonction réelle d’une variable réelle, toute fonction
de R ou d’un sous ensemble de R vers R.

D
Définition 1.2 Soit f: X CR R et E C Qq/
1. f est majorée dans E < dM € R, 18 flz) < M.
2. f est minorée dans E < Im 6%,% eE: f(x)>m.
3. f est bornée dans E < 3@%,317@ eRVzeE:m< f(z) <M.

/7
1.2 Fonctions m (;\anes

Définition 1.3 Soit f: E C R — R.

~

. [ est croissante dans E siVx,y € E:x <y = f(zx) < f(y).
. [ est strictement croissante dans E siVr,y € E:x <y = f(z) < f(y).
. [ est décroissante dans E siVz,y € E:xz <y = f(z) > f(y).

2
3
4. f est strictement décroissante dans FE siVz,y € E:x <y = f(x) > f(y).
5. f est monotone si elle est croissante ou bien décroissante.

6

. f est strictement monotone si elle est strictement croissante ou bien stricte-
ment décroissante.

1.3 Fonctions périodiques

Définition 1.4 Soit f : R — R. On dit que f est périodique si:

T >0VzeR: fx+T) = f(a).



1.4 Fonctions paires-impaires

Définition 1.5 Soit f: I — R.
1. On dit que f est paire siVx € I,Y —x € I : f(—x) = f(x).

2. On dit que f est impaire siVe € IN —x €I : f(—z) = —f(x).

2 Opérations algebriques sur les fonctions

Soit E C Retsoient f: FE—Retg: FE—R.

2.1 Somme

On appelle somme de deux fonctions f et g et on note f + g, la fonction
fH9:E=Raz (f+9)(x) = f(z)+g(2).

2.2 Produit par un scalaire qyg
Soit A € R. la fonction A.f est définie par q/%

/
A E—=Rzw—( ) = A f(x).
Vi

2.3 Produit q/
On appelle produit de deux fo%ons f et g et on note f.g, la fonction

7
fg R}Rx = (f.9)(@) = f(z).g(x).
2.4 Quotient

SiVe € E: g(x) #0, alors ! est définie par
g

g:E—HR,x»—) (i>(:17):M

3 Limite d’une fonction en un point

Soit f une fonction définie sur un intervalle I C R, et soit xo € I. Si f(x) tend
vers [ quand x tend vers x( alors on notera dans ce cas

lim f(z) =1.

T—x0



3.1 Propriétés

Proposition 3.1 Si la limite d’une fonction en un point existe alors elle est
unique, et

(lim f@)=1) & (Jim f(z)= lim fz)=1).

T—To T—To
<

3.2 Propriétés
Theorem 3.2 Soit f et g deux fonctions données alors

1. Si <xll>7'g fl@)=1 et Jinzz g(x) = l2> alors (zlinz% (f(x)+g(x)=UL+ lg).
2. Si < lim f(z) =11 et lim g(z) = lg) alors ( lim (f(x).g(x)) = ll.lg>.

T—To T—To T—To
i - ; - im (L&) = &
3. Si <$li7g0f(x) =1l et wlj}rgog(x) =1y # 0> alors Qﬁ@o (g(z)) = l;)
4. Si lim f(z) =0 et g est une fonction bornée alors lim f(x)g(z) = 0.
T—T0 T—rTo

5. (Théoréme d’encadrement ou des gendarmesh/ a € R oua= 400 ou
a = —00.

Silim f(x) =1 et limg(x) =1 ¢ é€5h<galom lim (z) =1
a

6. (Théoréme de comparaison)

Si hmf =+ Qg > f alors hmg( ) =
i 1 _/\4 < = —o0.
Si Egolf(% 0o et g < f alors Eggg( x) %)

4 Continuité

Définition 4.1 Soit f une fonction définie en un point .
1. On dit que f est continue & droite de xq si IILIEO f(z) = f(zo).
>
2. On dit que f est continue & gauche de xq si xlggo f(x) = f(xo).
<
8. On dit que f est continue xq si
lm f(@) = lim f(z) = lm f(z) = /(o).

=T mzﬂco :I/’*<>300

4. f est continue sur un intervalle I C R si elle est continue en tout point
de I.



4.1 Opérations sur les fonctions continues

Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle I ; soit un réel a € I. Si
les fonctions f et g sont continues en a, alors:

1. A.f est continue en a (A € R).
2. f+ g est continue en a (idem pour ”-”).

3. f.g est continue en a.
4. f est continue en a si g(a) # 0 et non définie en a si g(a) = 0.
)

5. Si une fonction g est continue au point a et une fonction f est continue
au point g(a), alors f o g est continue en a.

4.2 Prolongement par continuité

Soit I un intervalle et 9 € I. Si f une fonctlon définie sur I\ {zo}, et
lim f(z) =1 existe, alors la fonction g définie p%sb

oo = { 1 (%%x

s’appelle le prolongement par contug}}g de f en xzy. La fonction g est alors
continue en xg.

4.3 Théoréme dexff}},eurs intermédiaires

Theorem 4.2 Si f est uneé’fonction continue sur un intervalle [a,b] avec f(a)-
f(b) <0, alors il existe a €)a, b[ tel que f(a) = 0. De plus, si [ est strictement
monotone sur [a,b], alors a est unique.

4.4 Fonction continue strictement monotone

Soit I un intervalle de R, et soit f une fonction définie sut I, continue et stricte-
ment monotone alors on a les propriétés suivantes:

1. f est bijective de I vers f ().

2. L’application réciproque f=1: f (I) — I, est continue strictement mono-
tone de méme nature que f (si f est strictement croissante alors f~1 I'est
aussi, et si f est strictement décroissante alors f~! I'est aussi).

3. Les graphes de f et de f~! sont symétriques par rapport & la premiere
bissectrice y = x.



5 Dérivation

5.1 Définitions
Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I C R

1. On dit que f est dérivable en un point xg € I si et seulement si la limite
suivante existe et est finie

i 1@ = fo0)

T—T0 r — X

=1, (1)

et on note dans ce cas | = f'(x) appelé nombre dérivé de f au point xo.

2. Si dans la limite (1) on pose x = xg + h, alors si x tend vers zg, h
tend vers 0 et on obtient

lim flzo+h) — f(zo)
h

h—0

= f/(l”o)-

3. On dira que f est dérivable sur I si et seulegn&b&s i f est dérivable en tout
point de 1.

appellera fonction dérivée notée a chaque point xy de I, associe le

4. Si f est dérivable sur I, on peut alog.sﬁ?ﬂnlr une nouvelle fonction que 'on
nombre dérivé f'(x).

5. Interpretatlon geometrlq &a tangente de la courbe représentative de f
en un point (zo, f(zo )\/ e pente égale & f'(x() et a pour équation

(x — x0) + f(x0).

f dérivable en zg < lim M = lim M

T—To T — X9 T—To Tr — X
> <

= f'(o).

f dérivable en zy = f continue en x.

5.2 Regles de dérivation

Si f et g sont deux fonctions dérivables alors on a les regles suivantes
L (f+9)=f+4d.
2. (f9) =9+ 14"

N <f> _ f’g—gfg’.
g 9



4. (f) =af'fot.
5. On note, quand elles existent, f = fO, f/ = O g7 = @ ) =
[f("_l)]/ et f(") est appelée dérivée n**™e de f.

6. Si f est dérivable sur I et g est dérivable sur f(I) alors (g o f) est dérivable
sur I et on a la regle de dérivation

(gof) =Ff.(gof).

7. Si f est continue strictement monotone et dérivable sur I alors sa fonction
réciproque f~! est dérivable sur f(I) et on a la regle de dérivation

1y 1
(f ) _f/of—l'

5.3 Quelques théoremes

Theorem 5.1 Théoréme de Rolle
Soit f une fonction continue sur [a,b], dérivable sg;]a,b[ et telle que f(a) =

f(b)7
e € Jabl; S AN

alors
Theorem 5.2 Théoréme des accrgigsesnents finis
Soit f une fonction continue sur [a, % dérivable sur |a,b[, alors

Je € ]a, b[; ~ fla)= f'(c)(b—a).
Proposition 5.3 Soit f unx foniction continue sur [a,b], et dérivable sur |a,b|
alors [ est croissante (régpylecroissante) si et seulement si sa dérivée f’ est

positive (resp. négative).

Theorem 5.4 Régle de L’Hoépital

Soient f,g deux fonctions continues sur un intervalle I C R, sauf peut étre
au point xo € I, si f(xg) = g(xo) = 0 et ¢'(z) # 0 Ve € I~ {xo}, et si
lim L&) —
T—20 g’ (x)

[, alors

lim @ =1.
z—xo ¢ :)3)

5.3.1 Fonctions réciproques élémentaires

1. La fonction
f : [_%7 %] — [_13 1]
x> f(x) = sin(z)

est continue strictement croissante, elle est donc bijective et admet une
application réciproque que ’on notera arcsin, ainsi

arcsin : [-1,1] — [

~2.1]
v (o)

= arcsin(z)



avec

Vo € [—1,1], (y = arcsin(z) <= x =sin(y) et y € [,g, g]) .

arcsin (sin(z)) = x; V€ [fg, g] et sin(arcsin(z)) = z; Vo € [-1,1].

. La fonction
f: [0, 7] — [—1,1]
xz +— f(x) = cos(z)

est continue strictement décroissante, elle est donc bijective et admet une
application réciproque que ’on notera arccos, ainsi

arccos : [—1,1] — [0, 7]
x +— f(x) = arccos(x)

avec
Vo € [-1,1], (y = arccos(z) < x@bb@s(y) ety €10,7)).
arccos (cos(z)) =x; Vo € [0,7] et co%rccos(a:)) =z, VYrel[-1,1]
%
. La fonction &Q/Q
NN

,\// x— f(x) = tan(x)

est continue stricteMt croissante, elle est donc bijective et admet une
application réciproque que 1’on notera arctan(z), ainsi

arctan(z) : R— ]_)gv 5l

avec
T
Vo € R, (y = arctan(z) <= z = tan(y) et y €] — 5 5[) .

arctan (tan(z)) = x; Vo €] — g, g[ et tan (arctan(z)) =xz; Vo € R.



