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La droite réelle

Exercice 1 Etablir que pour tout (x; y; u; v) 2 R4

1. jx+ yj � jxj+ jyj :

2. jx� yj � jjxj � jyjj :

3. jjxj � jyjj � jxj+ jyj en déduire que jjx� uj � jy � vjj � jx� uj+ jy � vj

4. jux� vyj �
p
(x2 + y2) (u2 + v2):

Exercice 2
Soient A; B deux parties non vides et bornées de R: Montrer que:

1. Si A � B alors inf B � inf A et supA � supB:

2. sup (A [B) = max (supA; supB).

3. inf (A [B) = min (inf A; inf B) :

4. Si A \B 6= ? alors

(a) sup (A \B) � min (supA; supB) :
(b) inf (A \B) � max (inf A; inf B) :

5. On pose A+B = fx+ y : x 2 A et y 2 Bg , montrer que:

(a) sup (A+B) = supA+ supB:

(b) inf (A+B) = inf A+ inf B:

Exercice 3

Soit l�ensemble E =
�
cos (m�)

m
+ e�jnj : n 2 Z et m 2 Z�

�
1. Montrer que E est borné.

2. Déterminer, s�ils existent, supE, inf E, maxE, minE .

Exercice 4

Soit l�ensemble E =
�

1

(�1)mm+ (�1)n n : (n;m) 2 N
� � N�

�
:

1. Montrer que 8 (n;m) 2 N� � N� : (�1)mm+ (�1)n n 6= 0:
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2. Déterminer, s�ils existent, supE, inf E, maxE, minE .

Exercice 5
Déterminer, s�ils existent, la borne supérieure, la borne inférieure, le maximum

et le minimum de chacun des ensembles suivants:

1. E1 =
�

2

n+ 1
: n 2 N

�
:

2. E2 =
n
1 +

n

3
: n 2 N

o
:

3. E =
�
n2 � 1
n2 + 1

: n 2 N
�
(CI 2019/ 2020)

4. E3 =
�
(�1)n + 1

n
: n 2 N�

�
:

5. E4 =
�p
n+ 1�

p
n : n 2 N

	
:

6. E5 =
�
1

n
+ sin

�
2n�

3

�
: n 2 N

�
:

7. E6 =
�
cos

�
2n�

3

�
+ sin

�
2m�

5

�
: (n;m) 2 Z2

�
:

Exercice 6

1. Montrer que

(a) 8n 2 Z; 8x 2 R : E (n+ x) = n+ E (x) :
(b) 8 (x; y) 2 R2 : E (x+ y)� E (x)� E (y) 2 f0; 1g :

(c) 8n 2 N; 8a 2 R : a < E (na) + 1

n
� a+ 1

n
:

(d) 8n 2 N�; 8x 2 R : E
�
E (nx)

n

�
= E (x) :

Exercice 7 (EF 2019/2020)

Soit E =
�
n+ 1

n+ 2
sin

�
1

x

�
: n 2 N et x 2 [�1; 1]� f0g

�
1. On pose

A =

�
n+ 1

n+ 2
: n 2 N

�
et B =

�
sin

�
1

x

�
: x 2 [�1; 1]� f0g

�
(a) Véri�er que A et B sont bornés.

(b) Déterminer SupA; inf A, SupB et inf B:

2. En déduire que E est borné et déterminer SupE et inf E:

3. Est ce que MaxE et minE existent.
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