Chapitre 3

Les suites numeériques réelles

4.1 Généralités
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4.1.3 Opérations sur les suites

Soient (uy,),cn €t (Vn), ey deux suites. On pose :

neN
L (tn)pen + (Vn)peny = (Wn)pey 5 aVeC wy = up +v, Vn € N.

2. (Un)pen - (Un) ey = (Wn) ey >, aVeC wy, = up.v,  Vn € N.

3o A (Un)peny = (Wn),ens  avec wy, = A, VneN VAeR.

4.1.5 Définition

L. (un),ey est croissante <= upy1 > u, Vn € N. On éerit (un),oy T-

(“n)neN est strictement croissante <= wu,11 > u, Vn € N.
(tn) ey €St décroissante <= w1 <wu, Vn € N . On écrit (up), oy -
(Un),en €St strictement décroissante <= upy1 <up, Vn €N

(Un),en €St monotone <= (uy,), oy est Tou (), oy est 1.

ISR

(tn), ey €St strictement monotone <= (uy),,oy est strictement croissante ou strictement
décroissante.

Exemple Etudier la monotonie de la suite de terme général : u, = —
n

1
U, =—>0 VYn>1
n

Un+1 n 1
v =yl <1 Vn>1,donc (u,),s, | strictement.

4.2 Les suites convergentes
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Remarque (u,), converge vers1 <= Ve >03dng e N | Vn (n>ny = |u, — 1| <¢)
1. le ng de la définition précédente est appelé rang , il dépend de e.

2. le rang ng n’est pas unique , en effet tout entier naturel n; > ngy convient comme autre
rang. Et c’est pour cette raison que (uy),, converge vers [ si et seulement si (uy,)
converge vers [

n>ni

3. Pour montrer que (u,), converge vers [; il suffit de montrer que pour tout € "tres petit”
il y’a un rang ng a partir du quel (I — e < u, <1+ ¢).

Démonstration 4.2.1.1 Par hypothése (u,), converge versl , montrons que | est unique.

Par l'absurde supposons que [ n’est pas unique :
3" e R| (uy), converge vers l'et 1" # 1

I'#1 = 1>1 oubienl >1

Supposons que | > 1 :
1=

1> = >0
Posons alors -
T
Pour cet e, on a :
=0
(up), converge versl = Ing € N | Vn [n>ny = |u, — 1| < 5 (4.1)
I+ 3=
= dngeN | Vn <n2n0=> —; < Up < ) (4.2)
de méme
, g L=
(un), converge versl’ = In €N | Vn  |n>n = |u, —l'| < 5 (4.3)
3 —1 [+
= dn; €N | Vn <n2n1=> 5 <u, < + ) (4.4)
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donce .

I+1
Up < —g d’aprés (4.4)

Uy > lj;l d’apres (4.2)

Vn (n > Max(ng,ny) =

Ce qui est impossible. donc | <1 et on refait le méme travail et on aboutit d une absurdité d’ou
=7
Exemple

1. Soit une suite de terme général u,, = a ou a est une constante réelle, une telle suite est
dite : suite constante. Montrer que (u,), converge vers a.

Soit
e>0
on cherche un entier naturel
no
qui vérifie
Vn (n>ny = |u, —al <e¢)
or

lup, —al =la—al=0<c¢

Par conséquent n’importe quelle valeur de n convient comme ng.

. : .y 1
2. Soit une suite de terme général u,, = —

n
Montrer que (u,), converge vers 0. Soit

e>0
on cherche un entier naturel
no
qui vérifie
Vn: n>nyg = |u,—0]<e

or .

|, — 0] = —

n

donc

Vn: n>ny = |u,—0]<e

1
— — <€
n
Pour cela résolvons 'inégalité suivante :
1
—<e€
n
On a
—<E <= n>-
n £
Comme R est Archimédien alors
1

3n0€N|n0>g (1)
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Vérifions que ce ny convient :

1 1
Yn: n>ng —= — < —
n Un
1 1 .
— — < —<¢e dapres (1)
n o
1
— — <€
n

Ce qui termine la démonstration.

4.2.2 Définition

1. (un), est convergente <= 3l € R| (u,), converge vers .

2. Une suite qui ne converge pas est dite divergente.

3. Etudier la nature d’une suite revient & établir si elle est convergente ou divergente.

Démonstration 4.2.2.1
(up), converge versl <= Ve >0 dngeN | Vn (n>ny = l—e<u, <l+¢)

Commengons par le cas | > 0, et posons
e=1
D’aprés la définition de la limite :
IngeN | Vn: n>ng = l—Il<u, <l+1
= 0<u, <2l
== 0< u,

Donc
Yn>ng u, >0

d’ou le résultat.
Méme travail dans le cas l < 0.

Exemple Montrer que la suite de terme général u,, = (—1)" est divergente.
Par l'absurde supposons que u,, = (—1)" converge. Posons alors

lim w, =1
n—-+o0o

D’apres le corolaire :

Si I > 0 alors les termes de la suite seraient strictement positifs a partir d’'un certain rang
ce qui est impossible.
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Si [ < 0 alors les termes de la suite seraient Strictement négatifs a partir d'un certain rang
ce qui est impossible.

On conclut que [ =0

Montrons que c’est aussi impossible :

((=1)"), converge vers 0 <= Ve >0 3dngeN | Vn: n>ny = |(—-1)"| <¢
<~ Ve>0 dIngeN | Vn: n>ny = 1<e¢

Ce qui est absurde.Par conséquent la suite (u,), diverge.

Démonstration 4.2.2.2 Soit (u,),~, une suite qui converge vers l.
Poure =1, on a

dngeN|[Vn:n>ny = |u, —1| <1
= l-1<u,<l+1

donc
Vn : n>n — [—-1 < u, < [+1

Vn: n<nyp—-1 = u, < u, < u,

Par conséquent
min(l — 1, upg—1, .., uo) < up < max(l+1,up,—1,-..,u)
d’ou on a trouvé
a=min(l — 1, upy_1,...,u9) et B =mazx(l+ 1 up_1,...,un)

tels que
a<u,<p Vn

ce qui termine la démonstration.

Remarque

1. Une suite bornée n’est pas forcémment convergente (exemple la suite de terme général
(—1)™ diverge pourtant elle est bornée).

2. Si (uy), n’est pas bornée alors (uy), est divergente.
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Exemple Dans chacun des cas suivants, déterminer la nature de la suite de terme général u,, :
1

Up = —.
n2

1.

1 11 : , ,
— converge donc — = —.—  converge car c’est le produit de deux suites conver-
n n nmn

gentes de plus
. 1 o 1\?
lim — = ( lim —) =0.0=0.

n—+oo n, n—-+oo n,
14+ 2n
Up = ——&
2+ n? ) ) .
— 2 — 2 —
" :1+2n_ n(% ) _ (n2+ ) :l g+2
n 2 .
2+n 2(—2 1) n(—2—|—1) =
0 n n n
' 1
— 42
n

1
converge car somme de la suite (—) et de la suite constante (2), qu’on a démontré
n
convergentes de plus "

lim (l+2) =2+0=2
n

n—-+o0o

de méme 5
2 +1
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converge car c’est la somme de deux suites convergentes, de plus

lim <%+1>:1+0:1
n

n—-+o0o

Comme 1 # 0 alors

1
—+2
)
3 +1
converge car c’est le rapport de deux suites convergentes et
1
“t2)
lim 9 -1 2
n
Et enfin .
— 42
1 n i
n
) +1
est convergente car c¢’est le produit de deux suites convergentes et
1
1 —+2
ll)I_’I_l —. g =0
n

4.4 Quelques théoremes sur les suites convergentes

Démonstration 4.4.0.1 Soient (u,), , (vs), deux suites convergentes.

1. On suppose (u,), converge versl et on démontre que (|u,|), converge vers |l].

(uy),, converge vers | <= Ve >0 dng | Vn (n>ny = |u, — 1| <¢)
= Ve>0 dng | Yn (n>ng = |lus| — |l|| < |un —1| <é)
= Ve>0 dng | Yn (n>ng = |lu,| — |l|| <e)
d’ou le résultat.
2. 51 (|uy,|), converge vers 0 alors (uy), converge vers 0.
On suppose que (|u,|), converge vers 0
(|tnl]),, converge vers 0 <= Ve >0 dngeN | Vn (n>ng = ||u,| — 0| <e)
< Ve>0 dngeN | Vn (n>ny = |lu,l| <e)
= Ve>0 dIngeN | Vn (n>ny = |u,| <e)
<~ (uy), converge vers 0

D’ou le résultat.
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3. On suppose (u,), converge vers 0 et (vy,), est bornée
et on montre que (uy.vy), converge vers 0 :
Soit
e>0

on cherche un entier naturel
o

qui vérifie
Vn (n>mny = |up.v,] <€)
(vn),, est bornée = B> 0] |v,| < B Vn

On a
[t Un| = |tn| - |0n| < Blus|  Vn
Pour .
€==->0

g

3

I eN | Vn: n>n = |un|<E

€
= 0. |un| < ﬁB =€

= |up. 0| < Bluy| <e
= |up.vy| <e

On posera alors ng = ny

Exemple Déterminer la nature des suites de terme général (u,),,

="

n

1. u, =

|un| = —

1
Or on a déja démontré que la suite (—) converge vers 0
n/n

par conséquent la suite
(lunl), converge vers 0

donc d’apres le théoreme précédent la suite (u,), converge vers 0.

cosn
2. U, =
n

On a

|cosn| <1
= (un),, converge vers 0

1
<—> converge vers ()
n/n
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Démonstration 4.4.0.2 Soit (uy,), une suite;
Si (uy), est fet majorée montrons alors qu’elle est convergente.

Posons E = {u, | n € N} On a

E#0
et —> sup Feuxiste
E est majorée

Posons
M =supFE

Montrons que (u,), converge vers M :
Soit € > 0 trouvons ng € N tel que

Vn (n>ny = |u, — M| <e)
Comme
M = supu,

D’apres la caractérisation de la borne supérieure

ngeN | M—e<u,y <M (1)

(un),, est croissante

donc
Vno  in>ng = Uy > Up,

Yn tn>ng = Uy > Uy, > M —c  daprés (1)
= M —-—c<u,
— M —-—c<u, <M carMmajoreE
= M—-c<u,<M+ec carM<M+¢

d’ou le résultat.
Meéme raisonnement st la suite est décroissante minorée.

Exemple
Pour n > 1 on pose

i 1 1 N 1 P 1
Uy, = =
ion+k n+l n+2 n+n

1. Ecrire les trois premiers termes de (u,),, .

1 11
= 1 _— = = —,
= Z’“=11+/~<: 1+1 2

1 1 111

= 2 = = — —.

U2 = 25T 951 252 371

42
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2. Etudier la nature de cette suite.
Etudions la monotonie de (u,),,

n+1 1 n 1
u"+1_u":,;n+1+k_,§n+k
_(1+1 +1><1+1++1)
- \n+2 n+3 7 2m+2 n+1 n+2  n+n
1 1 1
(o)
2n+1 2n+2 n+1
1 1
241 2n+42
1

(2n+2)(2n+1)
donc Donc (uy,),, T(strictement ).

Vérifions si (uy), est majorée :

On a
1 1 3
<
n+l1 = n+1
1 1
< — n
n+2 n+1 — u, < —— <1
“n+1
1 1
<
n+n - n+1

Par conséquent (u,), est majorée par 1.
Conclusion : (uy), est Tet majorée donc elle est convergente.

Remarque

L. Sidn; tel que  (un),s,, est croissante et elle est majorée alors elle est convergente.

2. Sidn; tel que (un)nan est décroissante et elle est minorée alors elle est convergente.

Démonstration 4.4.0.3 Soit € > 0 on cherche ng tel que
Yn (n>ny = |w, —1] <e)
Pour cet € :

g eN|Vn: n>ny = l—e<u,<l+e¢
ngeN|Vn: n>n3 = l—e<v, <l+e
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Posons
no = max (ny, ng, ng)
Vérifions que ce ng convient comme rang pour (w,,)

n °

l—e<u,
Yn:n>ny = (uv,<l+e

Up < Wy S Uy
= l—e<u,<w,<v,<l+e

— l—e<w,<l+e¢
ce qui termine la démonstration.

Remarque On retient ce résultat en utilisant le schéma suivant :

Si

u, < w, < v,
[

alors
alors (wy,), converge vers [

Exemple Etudier la nature de la suite de terme général

ou a étant une constante réelle.

On a
[na] <na <1+[na] = na—1<Inal <na
1 [nd]
- o—-——<—<a
noon

1

Or Les suites (a — —> et (a), convergent toutes les deux vers a donc d’apres le théoréme des
n

trois suites la suite (u,), converge et elle converge vers a.

4.5 La Notion de Sous suite
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Exemple
Etant donnée une suite (uy), oy on a

1. En posant ¢ (n) =n  qui est strictement croissante alors (un), oy est sous suite d’elle
meéme.

2. En posant ¢ (n) = 2n  qui est strictement croissante alors la suite (v,), _y de terme

général v, = ug, Vn € N est une sous suite de (u,,)

neN

neN

3. En posant ¢ (n) =n+3  qui est strictement croissante alors la suite (vy,),.y de terme
général v, = upy3  Vn € N est une sous suite de (uy), o

n sin<bj

7 sin>6"

La suite (vy,),, oy de terme général v, = ugry  Vn € N n'est pas une sous suite de (un),,cy

car o n’est pas strictement croissante.

4. En posant ¢ (n) =

Remarque
On retient la définition d’une sous suite en schématisant comme suit :
Uo Ui U9 Uus tee Unpn
4 1 I 4 4
Up0) Up(l) Up2) UpB3) " Up(n)

Avee p(0) < @(1) < 9(2) <p(3)--- <p(n) <---
Remarque L’application ¢ de la définition d’une sous suite vérifie ce qui suit :

YneN ¢(n)>n

Démonstration 4.5.1.1 Soit (uy),, et (vy), de terme général v, = uym) 0t ¢ est une applica-
tion strictement croissante.
On suppose que (uy,), converge vers | et on démontre que (vy,), converge vers l aussi. Soit

e>0
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On cherche
no € Ntel que Vn:n>ny = |v, — 1| <e
Pour cet €
dng [Vn:n>n = |u, -1 <e¢
Or

Vn:n>n = pn)>n>n
= ¢(n)>mn
— ‘u¢(n)—l‘ <é€

= |v, =] <e

1l suffira alors de prendre ng = ny ce qui termine la démonstration.

Remarque

La contraposée de ce théoreme est :

Si une suite (u,), admet une sous suite divergente alors la suite (u,), diverge. Par conséquent
pour montrer qu'une suite diverge il suffit de

e montrer qu’elle admet une sous suite qui diverge.

e ou bien de montrer qu’elle admet deux sous suites qui converge vers deux limites distinctes.

Exemple
Montrer que la suite de terme général u,, = (—1)" diverge.
Soient les deux sous suites de (u,),,

(vn), de terme général Uy = Ugy = 1

(wy),, de terme général w, = U1 = —1
On a
(vp),, converge versl.
(w),, converge vers — 1
Comme
1# -1
alors

(uy,),, diverge.
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4.6 Les suites de Cauchy

1
Exemple Montrer que la suite de terme général u,, = —est une suite de Cauchy
n
Soit
€ > Oon cherche ng € N |

Remarque
Pour montrer qu’'une suite est de Cauchy en utilisant la définition on procede par deux méthodes :

Soient
e>0 et pgeN|p>gq

Méthode 1 On majore
|up — g

par
|lwp] ou |lwy| ot (w,), est une suite qui converge vers 0
Méthode 2 On majore

|up — gl

par
wp, —wg| ot (wy,), est une suite de Cauchy
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Remarque

1. (un), diverge si et seulement si (u,), n’est pas une suite de Cauchy.

2. (uy), n'est pas une suite de Cauchy si et seulement si

de>0 VneN | dp,geN:

Exemple Soit

1. Calculer ug,, — u,.

On a

Par conséquent

1
e==->0 YneN | IJp=2n¢g=neN:

2

1
1+1
1 2
1
n+1
1
>
- 2n
1
> -
- 2n
1
>
- 2n

p>q>n et |u, —u,l > e

+1) (1+1+ +1)
n 1 2 n
1 N +1)
n -+ 2 2n

n
— U — U > =
TS o T2

p>qg>n et |u, —uy >

Conclusion : (u,), n’est pas une suite de Cauchy donc elle est divergente.

4.7 Extention aux limites infinies

N | —

48
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Remarque
1. Le ng de la définition précédente n’est pas unique, et il dépend de A..

2. Quand limu,, = 400 ou bien limu, = —oo on dira que la suite (u,), diverge et que
c’est une divergence de premiere espeéce.

3. Quand une suite (u,), ne converge pas et elle ne diverge pas ni vers 400 ni vers —oo
alors on dira que (u,), diverge et que c’est une divergence de deuxiéme espéce.

4.7.2 Propriétés

Etant donnée deux suites (u,),, et (v,),, on a
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Exercice Etude de la suite géométrique (un), avec u,=a"
Montrer que :

1.

2.
3.
4.
S.

Solution :

Si |a] <1 alors (uy), converge vers 0.

Si a>1 alors (uy), diverge vers 4oo0.

Si a<—1 alors (u,), estdivergente de deuxieme espece.

Si a=1 alors (u,), converge vers 1.

Si a= -1 alors (u,), estdivergente de deuxieme espece.

1. Si |a] <1 montrons (u,), converge vers 0.

(a) Si a=0 alors wu,=a"=0"=0 converge vers 0.

(b) Si a#0

50

Soit € >0, on cherche un entier naturel ny qui vérifie Vn (n >ny = |a"| < ¢)

or |a"|<e <= la|"<e¢
<= nlnla] <Ine

— N> —

Comme R est Archimédien alors

démonstration.

Ine
In |al

dng tel que ngy >

car Ilna <0

ne
In|al

. Ce qui termine la
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2. Si a>1 Montrons que (u,), diverge vers -oo.
Soit A >0 oncherche ng €N telque Vn: n>ny = a" > A

Ona a">A <— nlna>InA

n
<< n>-—— car lna>0
Ina

InA
Comme R est Archimédien alors dng tel que mng > na
na

Ce qui termine la démonstration. et donc lim u,, = +o00 .

3. Si a<—1 montrons que (u,), estdivergente de deuxieme espece.
On a
a" = (=—a)" = (=1)"(-a)"

Considérons les sous suites d’indices pairs et d’indices impairs de cette suite

On a
Ugy = (_1)2n(_a)2n _ (_a)2n
Comme
a<—1
alors
—a > 1

et d’apres la question précédente

(—a)®™ diverge vers + oo

done
lim ug,, = +00
De méme
_ 2n+1 m _ 2
U1 = (—1)"""(=a)™ = —(—a)™
donc
lim ug, 11 = —00

Conclusion

lim U2n+1 7é lim Un

, . . . . <ie Sce.
ar conséquent la suite (u,), diverge et c’est une divergence de deuxieme espece

4.8 Les suites récurrentes
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Exemple

2

Upt1 = U, + 1

IR
Ug = 1

La fonction associée & cette suite est f(x) =1+ 2% et D = [1, +0o0].

1
— 14+ —
9, ) LT

U0>O

1
La fonction associée a cette suite est f(z) =14 — et D =10, +o0|
T

Remarque
1. Les solutions de I’équation f(x) = x sont appelés les points fixes de f.

2. Soit a est un point fixe de f , on a
Si ug<a alors u,<a VneéeN.

Démonstration 4.8.1.1 On suppose que

ug < uq

et on montre que
(Un),>o est croissante

Faisons le par récurrence surn :
Hypothese de récurrence
pour n=0 ona uy < up

Supposons que
Unp, S Up+1

Montrons que
Upt1 < Upio
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On a

Un, S Up1 — f(un) S f(un-l-l) car f 7\
= Ups1 < Upgo

Ce qui termine la preuve.
Méme travail si ug > uy.

Démonstration 4.8.1.2 Siug < uy alors ug < up = Uy > Uy = Uy < Us...
On voit bien que (uy), n'est ni croissante ni décroissante.
Posons :

Uy = Uoy, VN EN

Wy = Ugpry VN €N
On remarque que
Un+1 = U2(n+1) = U2nt2 = J(ugni1) = f(f(ugn)) = fo f(uzg) == fof(va)
Wn41 = U2(nt1)+1 = U2p43 = f(uznia) = f(f(uzni1)) = f o f (uany1) = f o f(wn)

done (ugy) et (ugny1) sont deux suites récurrentes et la fonction qui leur est associée est fo f.
Comme f est décroissante alors f o f est croissante , par conséquent :

up > ug
(u2n) est f

{ (u2n+1) est J
_—

UOS’LLQ — {

(u2n) est f

Méme chose pour ug > us.

Exemple

Etudier la nature des suites récurrentes suivantes :
Un+1 = /U/% + ].

1.
Ug = 1

(a) Montrer que Vn,u, > 1.
On le fait par récurrence sur n.
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(b)

54

Etudier la monotonie de (uy,),~q-
Comme Vn,u,, > 1 alors on va considérer la fonction associée a la suite (u,), comme

étant
fla) =a*+1
{ x € [1,+o0]

Etudions le sens de variation de f sur D :

T 1 +oo
f'(x) +
+00
iw
2

On a
f'(x)=2x>0 VxeD

par conséquent
f est croissante sur D

donc la suite
(un),, est monotone

Etude du signe de u; — uy :
=1 = u; =2
donc
U —ug=2—-1=1>0
par conséquent
(un), est T

On sait que si (u,), est majorée alors elle converge et elle converge vers un point
fixe de f
et si (uy,), n'est pas majorée alors elle diverge vers +oo.

Calculer les points fixes de f(z) = 1+ 22 avec x € D = [1, +o0[ puis en déduire la
nature de (u,),,
Résolvons I'équation f(z) = = dans D :

f@)=2 &= 1+2°=2
= 2’—2+1=0

Or I'équation 22 — x + 1 = 0 n’admet pas de solution réelles, donc f n’admet pas de
points fixes dans D

Conclusion la suite diverge vers +o00.

Upt1 = 2u, + 3

Up €R+

Comme Vn,u, > 0 alors on va considérer la fonction associée a la suite (u,), comme
étant

f2) = V2T T3

rz €RT
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(a) Etudions le sens de variation de f sur Rt :

On a ]
T="m=
T 0 400
f'(z) +
+00
|
V3
2
On a )
f’(x):TH>O Vz e RT

par conséquent
f est croissante sur R™

donc la suite
(un),, est monotone

(b) Etude du signe de u; — uy :
Comme on ne connait pas la valeur de ug alors pour déterminer le signe de
uy — up = f(uo) — uo

On va étudier le signe de

fx) -

flz)—2=0 < V2r+3—-2=0
—x?+2r+3

= r+2r+3 B
(x+1)(—x+3)

0

r+2x+3

T 0 3 +00
flz) —x + 0 —
donc A =3 estleseul point fixe de la fonction f o f.
i. Siup€[0,3]:Ona

Uy € [0,3] - f(U()) —ug >0
= u; —uUg >0
— (un)nzo est T

On a aussi

UOG[O,?)] = up <3
= u, <3 Vn >0 -car 3 est un point fixe de f et f est T

Conclusion : (u,), est croissante majorée donc elle est convergente et comme le
seul point fixe de f est 3 alors (u,), converge vers 3.
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ii. Siwug € ]3,+o0[:

Uy € ]3, ‘l‘OO[ — f(U()) —uy <0
= u; — Uy <0
= (Un),>o st |

uy € 13, +o0[ = up >3
= u, >3 Vn >0 -car3est un point fixe de fetfest 1

Conclusion : (uy,), est décroissante minorée donc elle est convergente et comme
le seul point fixe de f est 3 alors (u,), converge vers 3.

2
Up+1 = 14+ —
U,

Ug = 1
Comme Vn,u, > 1 alors on va considérer la fonction associée a la suite (u,), comme

étant
2

z € [l,+o0[=D

(a) Etudions le sens de variation de f sur D :

On a g
fi(z) = )
T 1 400
f'(z) -
3

Sur [1,+o00| ,f est décroissante par conséquent (uy),, n’est pas monotone, mais
(t2n) >0 €t (U2nt1),,5¢ SONt Monotones.
(b) Calcul des points fixes de f o f dans [1,4+o0] :

fof(x)=z < fof(z)—z=0

2
— I+——-x2=0

f(z)
—x2+x+2_0
z+2 N
(x+1)(—z+2) 0
T+ 2

Donc A = 2 est le seul point fixe de f o f dans [1,4o00].
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(c) Nature des deux sous suites :
Méthode 1 :
Comme les sous suites (u2,),~q €t (U2n41),5o SOt monotones et appartiennent a
I'intervalle [1, 3] donc elles sont bornées par conséquent elles sont convergentes.
Le seul points fixe de fo f étant A =2 alors limuy, = limug,,; = 2 donc

limu,, = 2.
Méthode 2
i. Etude des variation de (u2,),>, et (u2n41),50:Ona
5
Up=1—= u; =3 = UQZE
donc
Uy < Ug
Par suite

(ugn)nzo est croissante et (u2n+1)n20 est décroissante

ii. Nature de (u2n41),¢ :
Cette sous suite est décroissante minorée par 1 donc elle est convergente , et elle
converge vers un point fixe de f o f.
Comme le seul point fixe de f o f est 2 alors lim ug, 1 = 2.

iii. Nature de (u2,),~ :
Cette sous suite est croissante, montrons qu’elle est majorée :

On a
Uy =1<2 = Uy, <2

Donc cette sous suite est convergente vers le seul point fixe de f o f qui est 2 donc
lim uy,, = 2

Conclusion :
lim ug, = 2 = lim ug,41 alors limu,, = 2.
1
Up+1 = 1+ —
un
Ug > 0

Comme Vn,u, > 0 alors on va considérer la fonction associée a la suite (u,), comme

étant
1

x €10, 400

(a) Etudions le sens de variation de fsur D =0, +o0] :
On a
, -1
flla)=—

2



CE P
Zone de texte
       


CE P
Zone de texte
3



o8

L ) : .
Sur D, f est décroissante par conséquent (u,),, n’est pas monotone, mais (u2,), g
et (Ugnt1),>0 Sont monotones.

(b) Calcul des points fixes de f o f dans [1,4+o0] :

fof(@)=u <> fof(x)—a=

1
<~ 1+ ——-—2=0
f(x)
—? 41 0
x+1 N
Les racines de
—? 4z +1

sont

1—+5 14+5
2

T, = ¢ Detx =

donc un seul point fixe dans D

(c) Etude des variations des deux sous suites :
Pour étudier le signe de

U2 — Ug

11 suffira d’étudier le signe de fo f(z) —x :

i.

ii.

x 0 A 400
fof(x)—=x + 0

Siug € ]0, )\]
Uy € ]0,)\] — Uy — Ug = f(f(UO)) — Ug > 0
par conséquent
(ugn) est Tet  (ugny1) est ]

de plus
ug < A = ug, < Acar A est un point fixe de fo f

Donc (ug,) est majorée alors elle converge vers A car c¢’est le seul point fixe de
fof.

On a aussi (ug,41) est minorée par 1 donc elle est convergente vers A.
Conclusion : (u,) converge vers \.

Siug > M\:
Uy > N = Uy — Ug == f(f(uo))—u0<()

par conséquent
(ugn) est let (ugpy1) est T

UU>)\:>UQTL§/\

U > A = up < fA) =X = ugp1 < A
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f(A) = A car

14+45
2(1+5)

4
1— (1—\/5)
++/5

2

DO | —

=\

Donc (ugn+1) est majorée alors elle converge vers A car c’est le seul point fixe de

folf.
On a aussi (ug,) est minorée par 0 donc elle est convergente vers \.
Conclusion : (u,) converge vers \.

Remarque : Dans le ii) de cet exemple, si on avait calculé les points fixes de f sur D
V5

on aurait trouvé que est un point fixe de f sur D, ce qui nous aurait évité le

14++/5
5 )

calcul de f(
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