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2-1-1 Notion d'ensemble

En mathématiques, on rencontre souvent des « ensembles », par exemple
les nombres réels forment un ensemble.

La notion d'ensemble est fondamentale dans les mathématiques modernes.
Nous utilisons une définition simple issue de la théorie naive des ensembles

Définition 1 : On appelle ensemble E toute collection d'objets distincts

appelés éléments de E.

On note souvent un ensemble par des lettres majuscules (A, B, C, D, E, F.
.) et ses éléments par des lettres minuscules (a, b, ¢, x, y, z . ..)

Si un objet x est un élément d'un ensemble E, on dit que x appartient 3

E et on écrit x € E.

Sinon on note x ¢ E (x n’appartient pas a E).

On définit un ensemble par I'une des facons suivantes :

1— Par extension : on donne la liste de tous ses éléments

(entre deux accolades) .

2— Par compréhension : on donne une propriété (relation )

caractérisant ses éléments.
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2-1-1 Notion d'ensemble

Exemples

Ensembles en extension

A=10,1,2,3,4,5,6,7,8,9} ensemble des chiffres du systeme décimal.
B =1{a b,c,d,.., x,y,z} ensemble de I'alphabet.

Ensembles en compréhension

E={neIN: nestpremieret n <20} ={2,3,5,7,11,13,17,19}
F={xeR: |x|<1}=]-11]

G={x€R: x>0etx <0} ={0}, ensemble contenant un seul
élément, appelé un singleton.

H = {x ER: x> +1= O} . L'équation x* +1 = 0 n'admet pas de
solutions réelles.

L 'ensemble H ne contient aucun élément.
On I'appelle ensemble vide noté : & ou {}.



réelles.


2-1-1 Notion d'ensemble

Remarque

{0,1,2} ={1,2,0} ={0,1,2,1,0}

Définition 2

Si E est un ensemble fini, alors le nombre de ses éléments est appelé

cardinal.
On le note : card(E) ou |E|;
Exemples :

o E— {nE]N:\/§<n§37T} = {2,3,4,5,6,7,8,9} .

Card(E) = 8
o Card(@) =0

@ Si un ensemble E est infini, alors card(E) = +oo.




2-1-1 Notion d'ensemble

Ensembles particuliérement importants :

IN ={0,1,2,3,...} ensemble des nombres naturels.
N*={nelN:n#0}={neN:n>0}={1,23,..}.
Z={..—3,—-2,—-1,0,1,2,3,...} ensemble des entiers

( nombres relatifs).

Z*={neZ:n#0}.

Q = {B peZ, qc€ Z*} ensemble des nombres rationnels.
q

Q" ={reQ, r#0}.
| : ensemble des nombres irrationnels. (7‘(, e, V2, /3, In2 )

R : ensemble des nombres réels (rationnels et irrationnels) .
R*={x€R, x#0}, RT = {x€R, x>0},

R™-={x€eR, x<0}, R"*"={xeR, x>0},

R™ ={xeR, x<0}.

C = {a +ib,a,b € R et i? = —1} ensembl& hombres complexes.

()
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Inclusion C

On dit q'un ensemble A est inclus dans un ensemble B ou A est une
partie de B ou A est un sous-ensemble de B, si tout élément de A et un
élément de B et on note A C B.

[AC B] <= [Vx, (x€ A= x € B)]

[AQB] < [dx, (x€ Aetx ¢ B)]

Exemples

e NCZCQCRCC

o A={xeR, 0<x<1}, B={x€eR, |x] <1},
C={xeR, 0<x<1}.

OnaACB,ACCmaingB.




2-1-2 Comparaison des ensembles

Propriétés : Soient A, B et C des ensembles. On a
(NACA, (i CA (ii)[ACBetBC(C]=—=ACC
Preuve

(/) A C A est évidente (Vx,(x € A= x € A))

(i) @ C A, par I'absurde :

supposons que & ¢ A. Donc Ix € & et x ¢ A;

C'est une contradiction, car & ne contient aucun élément.
(i) [ACBetBC(Cl=ACC

Soit x € A.

xeEA=—x€BcarACB
—xc€ CcarBCC
— A C C.
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Egalité =
Deux ensembles A et B sont égaux, s'ils ont les mémes éléments.
A= B| <~ [ACBetBCA]

A# Bl <= [AZ Bou B ZA]
Exemples

o ZT ={|n|: neZ} ={0,1,2,...} =NN.

o A={xeR:|x| <1} =]-11 =8B.

o E:{XEIR:EItEIR, X:t2—|—1},F:[1,+oo[.
Montrons que E = F. [E = F] <= [E C F et F C E]
(/) Montrons que : E C F . Soit x € E.

(i) F C E. Soit x € F.

Conclusion : [E C Fet F C E|] < |[E = F|
()




2-1-2 Comparaison des ensembles

Egalité =
Deux ensembles A et B sont égaux, s'ils ont les mémes éléments.
A= B| <~ [ACBetBCA]

A# Bl <= [AZ BouBZA]

Exemples
Z"={|n|: neZ2}=1{0,1,2,..} =N.
A={xeR:|x| <1} =]-11 =B.
E={xeR:3teR, x=t>+1}, F=[1,+4oo[,
Montrons que E = F. [E = F| <= |[E C F et F C E]
(/) Montrons que : E C F . Soit x € E.
xEE=TAteR, x=t*+1>1

— x € [l,+o0|=F = ECF.
(i) F C E. Soit x € F.
XxXEF—=x2>21=—=4dy>0:x=y+1

— JteR, y=t’etx=1t>+1
— x € E= F CE.

Conclusion : ‘E C FetFC E‘ <— ‘E: F‘
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Remarque :

ACB|<=[ACBouA=8], [ACB| <= [ACBet A B].
Ensemble des parties d’'un ensemble

L'ensemble formé de toutes les parties d'un ensemble E est appelé
ensemble des parties de E et est noté P(E).

Définition

Pour tout ensemble E, P(E) ={A: ACE} et Ac P(E)<— ACE
Remarque

Comme @ C Eet EC E alors P(E) QD et @, E € P(E).
Exemples

P(@) = {@} —card(P(®)) =1=2"

P({a}) = {@.{a}} —card(P({a})) =2 = 2.

P({a, b}) = {®,{a}, {b} {a, b}} —card(P({a, b})) = 4 = 22,
P(1a b,c}) ={D.1a}, {b}. 1c}.1a by, {a, ¢} (b c},{a, b, c}}
——card(P({a, b,c})) =8 = 2.

Proposition : Si card(E) = n, alors card(P(E)) = 2".
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2-1-3 Opérations sur les ensembles

Nous utilisons maintenant des connecteurs pour définir les opérations

ensemblistes.

Ces connecteurs nous permettent de construire des nouvaux ensembles.
Définition (intersection N )

Soient A et B deux parties d'un ensemble E (A, B € P(E)).
L’intersection de deux ensembles A et B est |I'ensemble défini par

ANB={xeE:xcAetxec B}.(N:A)

xeEANB<+—= xcAet xc B
xXE€ANB<+— x¢ Aoux¢& B

()
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Exemples

RTNZ =N

-1.1]n [-4.2[ = [-},1].

A= {n cIN: dke N, n= 2k} , ensemble des nombres naturels pairs.
B = {n €cIN: 4 €N, n=2]+ 1} ~ensemble des nombres naturels
Impairs.

ANB=00

Définition

Deux ensembles A et B sont dits disjoints lorsque AN B = @.




2-1-3 Opérations sur les ensembles

Définition (union U )

La réunion (union) des deux ensembles A et B est I'ensemble défini par

AUB={x:x€Aouxe B} (U:V)

1

AlB

xeEAUB<— xcAouxeB
XEANB <+ x¢Z Aetx & B
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Exemples

RTUR* = R*

—11U (-2 = [-12]

A={nelN: JkeN, n=2k},B={nelN: 3/ €N, n=2/+1}.
AUB =N

Théoréeme
Soient A et B deux ensembles finis. Alors on a
(card (AU B) = card (A) +card (B) —card (AN B)).




2-1-3 Opérations sur les ensembles

Propriétés (N, U)
Soient A,B € P (E).

ANA=A AN =0, ANE=A

AUA=A AUQ=A AUE=E

ANB=BNA AUB=BUA
(ANB)NC=AN(BNC)et (AUB)UC=AU(BUC)
AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
AU(BNC)=(AUuB)N(AUC)




2-1-3 Opérations sur les ensembles

Complément d’un ensemble

Soient A,B € P(E).

Si AN B = O, on dit que A et B sont disjoints.

Et si de plus AU B = E, on dit que A et B sont complémentaires dans
E.

A est le complément de B dans E

B est le complément de A dans E
On note par: A= CE = Ce (B) et B= C£ = Ce (A)

Autre notation
Cf = A= AC (SiI'ensemble E est connu)
()




2-1-3 Opérations sur les ensembles

Remarque

A=CE =Ce (CP)=A

Ce (A) ={x€ E:x¢ A} (Cg(A):: A négation)

X & CE(A)<:>X¢AetX§éE CE(A)<:>X€A
Exemples

CY={-n: neN*}, (={a+ib:acRetbeR*}
A={xeR:|x| <1}, G ={xeR:|x| >1}
Cr = {0}

A=1]-1,0], CGf =]—o0,—1]U]0, +oo].




2-1-3 Opérations sur les ensembles

Propriétés

Soient A,B € P(E).
Q@ CE=0

Q@ CP=E

Q@ ANCEA =0
Q@ AUCA=E

0 Ce (CP) = A

Q@ ACB= CEccf
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Preuve

1. CE =@. par 'absurde

o Supposons que C£ # @.
@ Alors dx € CE — x € E et x &€ E. C'est une contradiction.

2. C8=E
oxce(P<=xcEetx¢ D xcE

3. ANCA=0Q

@ Par I'absurde. Supposons que AN C,f—‘ + O
@ Alors dx € AN C,f-\ —> xE Aet x € C,f-\. C'est une contradiction.
o — x € Aet x & A. C'est une contradiction
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4. AUCE =E

o x EAUCE <= x€ Aouxe (Cf

o < x€Aou (x€ Eetx¢gA)
o <~ x¢€E

5. Ce (CE) =A

o x€ (e (CP) <= x¢ Cf <= xc A

6. ACB= CE c Cf

o Soitx€ CE=x¢B=x¢&A car ACB
) :>X6Cé-\




2-1-3 Opérations sur les ensembles

Lois de De Morgan
Soient A,B € P(E). On a

1. CE(ANB)=CAUCE et
2. Ce(AUB) = CANCE
Preuve

l. xeCe(ANB)<—=xc Eetx¢ ANB

—xcEet(x¢&Aoux¢B).
— (xeEetx¢& Aou(xecEetx¢B).
— (x€ Cf)ou(xe CP).
— x € (CAUCE)
Conclusion : Ce (ANB) = CAUCE




2-1-3 Opérations sur les ensembles

De la méme maniére, on montre par une seconde méthode que :
2. Ce (AUB) = CANCE

Ce (AUB) = CANCE

CeE(AUB) C CANCE et CANCE C Ce (AUB)]
o Ce(AUB) C CANCE?

Soit x € Ck (AUB) —=x¢ AUB=—x¢ Aetx ¢ B

:xECéethCEéxECéﬂCE
Donc, Ce (AUB) C CANCE

o CANCE C Ce(AUB)?

SoithCéﬂCEjXECé etXECE:>X¢AetX¢B
— x ¢ AUB = x € Cg (AUB)

Donc, CANCE C Ce (AU B)

Conclusion : Ce (AUB) = CANCE
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Exemples

Vérifier les lois de De Morgan pour les ensembles suivants :
A=]-1,1], B=[0,2[ et E=TR
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Différence entre deux ensembles

Définition

Soient A,B € P(E).

La différence entre A et B est I'ensemble défini par :
AAB={xecE:xeAetx¢ B}.

x€EA\B<= xcAetx¢B
x¢AAB<=x¢&AouxeB
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Exemples

A=]-1,1], B=[0,2]

A\B =1]-1,0[, B\A = [1,2]
R\A = |—o00, —1] U [1, +00[ =
R\B = ]—o00,0[U]2, +oo[ = Cf
ANCE =]-1,0[ = A\B
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Propriétés
Soient A, B,C € P (E).
Q@ AAB=ANCE
@ E\A=C({
Q@ AA=0Q
QO A\D=A
@ BCA= A\B=C}
QO A\ (BUC)=(A\B)\C
@ A\ (BNC)=(A\B)U(A\C)
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Preuve

1. AB={x€E:xcAetx¢ B} ={xeE:xeAetxe CE}
={x€eE:xe ANCE} =ANCE

2. ENA={x€E:xeEetx¢ A} ={xe€E:x¢& A} = C£.

3. AA={xCE:xCAetxg A} =0

4 A ={x€eE:xcAetx¢g D} =A

5. Supposons que B C A, et montrons que A\B = C¥

A\B=ANCE=AN(CFUCE) = (ANCF)U(ANCE)
= (ANC)UDQ=ANC; =C; car BC A

6. A\(BUC)=ANCe(BUC)=AN(CENCE)
= (ANCE)NCE = (A\B)NCE = (A\B)\C
7. A\(BNC)=ANCe(BNC) = CE U C§)

N (
= (ANCE)U(ANCE) = (A\B)U= (A\B) \ U (A\C).

()
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Différence symétrique entre deux ensembles.

Soient A,B € P (E).

La différence symétrique entre deux ensembles A et B est le sous ensemble
de E, dénoté par AAB et est défini par :

AAB ={x € E:x e A\Bou x € B\A}.

AAB = (A\B)U (B\A) = (AUB)\ (AN B)

AANAB
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Exemple

E={neN:1<n<18)}.

A= {n € IN: nest un multiple de 3} = {3,6,9,12, 15,18}
B ={né&IN:nestpair} ={2,4,6,8,10,12,14, 16,18}
A\B = {3,9,15}, B\A = {2,4,8,10, 14, 16}

(A\B)U (B\A) = {2,3,4,8,9,10, 14,15, 16}

AUB =1{2,3,4,6,8,9,10,12, 14,15, 16, 18}

AN B =1{6,12,18}

(AUB)\ (AN B) = {2,3,4,8,9,10, 14,15, 16}

On a

AAB = (A\B)U(B\A) = (AUB)\ (AN B)
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Propriétés

@ AAB = (A\B)U(B\A) = (AUB)\ (ANB) =
(AUB)N (CAUCE)

Q ANA=Q,
Q@ AND = A
O ANCA=FE

@ Ce (AAB) = (CAUB)N(CEUA)
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Preuve
1. AAB=(A\B)U(B\A) ={x € E:xec A\Boux e B\A}.

={xecE:xe(xcAetx¢B)ou(xeBetx¢ A)}.
={x€eE:(xc€AouxeB)et(xcAouxgA)et(x¢ZBouxeB)
et (x € Boux¢A)}.
={xeE:(xcAUB)et (x¢ ANB)} =(AUB)\ (AN B)
= (AUB)NCe (ANB) = (AUB)N (CAUCE)

2. AAA={x€eE:xe AAAoux e A\A} =0Q

3. AAD ={x€ E:xe A\ QouxecD\A} =A

4. ANCE={x€eE:x€ A\ Cfouxe CA\A} =E

5. Ce (AAB) = Ce [(AUB)N (CAUCE)]

Ce (AUB)U Cg [CAUCE]

(CEn CB) U [Ce (CA) N Ce (CB)
(CENCE)U(ANB) = (CAUB)N (CEUA)

()



2-1-4 Notion de recouvrement et de partition

Soit | ={1,2,3,...n} CNN, et (A;),, est une famille de parties d'un

ensemble E.
I=n

A:UAi:UAi:{er: diel, xe A}

el =1
xe|JAi<=Tiel xecA
el
B=()A = ﬂA_{er Viel xeAj}
el =1
xe A<= Viel xcA
1€l

Lois de De Morgan

Q@ C: (U A,-> =[] Ce (A)

icl

(ﬂA) — U Ce (A))

()



2-1-4 Notion de recouvrement et de partition

Définition
On dit que la famille (A;);., des parties de E est un recouvrement de E si
et seulement si U A = E.
icl
Exemple Soit A, =]—n,n[CR, n€ IN.

Montons que (Ag), . €st un recouvrement de IR.
Il est clair que | J A, = | ]-nn[CR

nelN ncN
Montrons que R C | ] A, = | ]—-n,n[.

nelN nelN
Soit x € R. Comme R est archimédien, alors 3n € N : |x| < n.

Donc, 3n € N : x € |—n, n| et par suite x € | | A, = ] ]—n, n].
nclN nclN
DouRC (J A= ] ]-nn[ alors | J A= ] ]-nn[=R
nelN nelN nelN nelN
On déduit que la famille (A,), . €st un recouvrement de RR.

()
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Définition

On dit que la famille (A;)

[ Vi€l A #D
AINA =0 sii#]j —

forme une partition de E si et seulement si

Vi e l, A,#@

el

X ANA =0 sii#]j
U Ai = (Ai);c; un recouvrement de E
Exemplelsel
o {R",IR™*} est une partition de IR.
e Soit A C E.

{A, C£} est une partition de E (A E # Q)
e Soient A, B € P (E)

— A\B, E, = B\A E; = ANB, £ = Ce (AUB).
{E; = A\B, E; = B\A, Es = AN B} est une partition de AU B.
{E; = A\B,E;, = B\A E3=ANB,E; = Cc (AU B)} est une partition
de E.
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2-1-5 Produit cartésien

Soient A et B deux ensembles. Etant donné les élements a € Aet b € B,
on appelle (a, b) une paire ordonnée. Dans ce contexte, a et b sont
appelés coordonnées.

Définition

Le produit cartésien de A et B est I'ensemble

Ax B=1{(a,b):ac Aet be B}

Remarque

(a, b) # (b, a)

(a,b) =(d, )<= a=3aetb="
Exemples

A=1{a, b c}, B=1{01}

Ax B ={(a0),(a1) (b0)(b1)(c
B xA=1{(0a),(0,b),(0c)(1a) (L
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R? = {(x,y):x € Rety € R}

Le produit cartésien R = R x R est appelé le plan cartésien.
0,1]x[0,1]=[0,1)" ={(x,y) eR2: 0<x<1et0<y <1}
Nous généralisons la définition d'une paire ordonnée en définissant :
AxBxC={(a,bc):ac ANbe BAce (C},
RE=RxRxR={(x,y,z):x€ Ry Ret ze R}

0,1] x[0,1] x [0,1] =[0,1]° ={(x,y,z) e R2:0< x,y,z < 1}
R" =R X R X Rx--xIR (n fois) est le n-espace cartésien.
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