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Examen Final de remplacement Analysel

Exercice 1 (05 points)
Répondre par vrai ou faux aux questions suivantes, en justifiant les réponses:
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i (Un),,en converge et (V;,), oy diverge alors (U, 4 V;,), o diverge.

1

\G)
2]

3. Si (Un), ey 1'est pas bornée alors elle n'est pas de Cauchy.
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Un)pen converge et (V},), oy diverge alors (U,.V},),, oy converge.
)
)

4. Si (U, diverge alors lim (U, .1 — U,) # 0.
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Exercice 2 (06 points)

Soit les deux suites (V;,),cn« €t (Wh) définies par :

neN*

(1)
V., =
n 1"
W, =
=1 k!

1. Etudier la monotonie des deux suites (V,,), - €t (Wp),,cn- -

(="

R En utilisant ce qui précéde, étudier la nature de la suite (U,)

neN* *

2. On pose (Up),ene /[ Un = >
k=1

Exercice 3 (09 points)

—14
r—4

Soit la fonction définie par : f(z) =

1. Trouver les points fixes de f.
2. Montrer que D = [0, 2] est un intervalle stable par f.
3. Etudier le signe de f(x) — z sur D.

Uye D

4. BEtudier la nature de la suite définie par :
P {mﬂszm

Uy >4

5. En déduire la nature de la suite définie par :
P {mﬂszm

Le téléphone portable est strictement interdit. Bon courage.
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Abou Bekr Belkaid University of Tlemcen. 1% grade LMD (2023/2024).
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Final Exam of replacement Calculusl

Exercise 1 (05 points)
Answer true or false to the following questions, justifying the answers:

nen converges and (V},), o diverges then (U, + V), oy diverges.

neN

ey converges and (V/,), oy diverges then (U,.V},), .y converges.

cy 18 not bounded then it is not Cauchy.

~—~~ I~ o~
=
\./\./3\./\/

diverges then lim (U, .1 — U,,) # 0.

neN

Exercise 2 (06 points)

Let be the two sequences (V},), cp and (Wy,),, oy defined by :

2n (~1)"
Vo= "
2l
n+ _1”
Wo= 2 "5~
k=1 .

1. Study the monotony of the two sequences (V,,),c« and (W), cn -

(="
k!

. Using the above, investigate the nature of the sequence (U,)

neN* *

2. Put (Upn),ene / Un= >
k=1

Exercise 3 (09 points)

—4
Let the function defined by : f(x) = p—
x J—

1. Find the fixed points of f.
2. Show that D = [0, 2] is a stable interval by f.
3. Study the sign of f(z) —x on D.

Uye D
Uﬁ+& ::f(LLJ

Uy >4
[jn+1:: f([[n) .

4. Study the nature of the sequence defined by : {

5. Deduce the nature of the sequence defined by : {

Cell phones are strictly prohibited. Good luck.
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Corrigé

Exercice 1 (5 points) Pour toute suites (u,),, et (vy)

ny OT G

1. Vraie. <=0, 5

Justification : 7<—>& 5
Supposons que (u,), converge et (vy,), diverge, montrons que (u, + v,), diverge.
Par labsurde supposons que (u,, + vy,), converge.

(u, + vn)n converge = (U, + v, — un)n converge car somme de deux suites convergentes.

= (vy),, converge

Ce qui est absurde, donc (u,, + vy), diverge.

. Fausse; <=0, &
contre exemple :  <— 1Pt

1 —-1)"
<> converge et ((—1)"), diverge et pourtant (H) converge.
n n n n

. Vrai <0, 5

La justification — <— 1Pt

St (uy,), est de Cauchy alors (u,), est convergente

et si (uy), est convergente alors (u,), est bornée.

Par conséquent :

Si (uy),, est de Cauchy alors (uy), est bornée.

La proposition ¢ n’est autre que la contraposée de la proposition suscitée.
. Fausse. <=0, &

n

Contre exemple : <=0, 5 La suite de terme général u, = Z z est divergente pourtant
1

=0.

Sili ) =i
T Hm (Upyq — wy) im ———

Exercice 2 ( 6 points)

1 pt+1pt

2%2 (_1)k ZZn (_1)k (_1)2n+1 N (_1)27L+2

Up41 — Up = —_— =

i Koo = 2n+1) " (2n+2)!
-1 1

St @nra Y

k=1

donc (vy,),, est décroissante.

" " 2%3 (_1)k 2%1 (_1)k: (_1)2n+2 N (_1)2n+3

n+l — Wp = - -

* — =k (2n+2)! ' (2n 4+ 3)!
1 —1

= >0
2n+2)!  (2n+3)

donc (wy,), est croissante.


1 pt

1 pt

1  pt + 1 pt

6


2. = 4pts
On a ug, = v, et Ugpi1 = Wy
On a (v,), estl et (wy), est?T de plus
(_1)2n+3 . (_1)

1. n n = 1. _— = 1 _—
m (wy —vp) = lim (2n + 3)! o (2n + 3)!
Ona(m+3)>m43 — —+ < !
n a (2n ! n
- (2n+3)! ~ 2n+3
1 -1
=0 donclimgz(J

2n+3 (2n + 3)!
Par conséquent (vy,),, et (wy), sont adjacentes
donc elles sont convergentes vers la méme limite [

B
D’ot (uy,), est convergente.

Or lim

—4

Exercice 3 ( 9 points) Soit f(z) = et Df =R — {4}
x

1. <> 1 pt

flx)=x 4 = 4y — 2* (x—2)>=0 B
{:ceDf (:}{:ceDf (:}{xEDf <~ rx=2€Df.

2, <1 pt

Meéthode 1 : utiliser le tableau de variation de f.
Meéthode 2 : Supposons que x € [0,2], alors

0<z<2 = 4<z-4< -2 —

—

( 2
= 1< f(2)
0

<2
:>f(l’)€[,2]
3. -1 pt
On a )
—4 —4—22+4z  (2-2)
f(z)—z-z_4— z—4 4 —z
donc
f(2) (2_2)2>0 Vz € 10,2]
z)— 2= z
4—2 — ’
4. <= 3 pts
UOG[O,Q]
4
un+1_un—4

La fonction associée a cette suite récurrente est

= 2|.
fla)=——; =€[0,2
Méthode 1
ug € D
{ D est stable par f — un €D n


4 pts
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1  pt

1 pt

3  pts


Etudions alors le sens de variation de f sur D =[0,2] :
On a

fl(z)=—— Vo#4

donc f est croissante sur D par conséquent la suite (u,),~, est monotone.

{ (tn)yso €st bornée  caru, € D — (un), o converge

(Un), > €st monotone
De plus lim u, =2 car c’est le seul point fixe de f.

Méthode 2

D’apres la 1ére question, si (uy), converge alors sa limite | est solution de

{f(:v>=w

z € [0,2]

c.a.d
=2
4
De plus , on a f'(v) = ——— Vrx e Df
(4 - =)

Il suffit alors de comparer ug et uy ot ug € [0, 2]
On a

up — ug = f (up) — uo
D’apres la 3eme question,
f(UO)—’LLOZO Vr € [0,2]
alors
up > U

et on déduit que (uy),, est croissante magjorée car u, € D donc convergente.
5. 3pts

-

(b) <= Siug>4alors u; = f(ug) <0 et ug = f(ur) € [0,2]
et la suite (uy),~, est convergente vers | = 2.
Remarque

On peut utiliser le tableau de variation de f, ci dessous, pour répondre ala question
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