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Examen Final Analyse1

Question de cours (5 points)

Montrer que la fonction f dé�nie par f(x) = x2 est uniformément continue sur ]0; 1];(2points); mais
qu�elle n�est pas uniformément continue sur R:(3 points).

Exercice 1 (07 points) Les racines énièmes de l�unité

1. Résoudre dans C l�équation: (1)... Zn = 1: (n 2 N�) :(2 points).

2. En déduire alors les solutions de l�équation: (2)... Zn�1 + Zn�2 + :::+ Z + 1 = 0:(2 points).

3. On pose n = 3. Représenter les trois solutions Z1; Z2 et Z3 de l�équation Z3 = 1 sur le cercle
trigonométrique.(1 point).

Que pouvez-vous remarquer ? (0.5 point).

4. Trouver M = Z1 + Z2 + Z3:(1.5 points).

Exercice 2 (08 points) La suite de Fibonacci
Soit la suite (Un)n2N dé�nie par :

�
8n 2 N : Un+2 = Un+1 + Un
U0 = 0; U1 = 1:

1. Montrer que :8n 2 N : Un+2Un � U2n+1 = (�1)
n+1 :(2 points):

2. Véri�er qu�on peut mettre
Un+1
Un

;8n 2 N� sous la forme Wn+1 = f(Wn).(1 point):

3. Montrer que
�
Un+1
Un

�
n2N�

converge puis trouver sa limite.(5 points):

Le téléphone portable est strictement interdit. Bon courage.
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Abou Bekr Belkaid University of Tlemcen. 1st grade LMD (2023/2024).
Faculty of Sciences M and MI, duration 1h:300, 01/17/2024.

Final Exam Calculus1

Theoritical Question (5 points)

Show that the function f de�ned by f(x) = x2 is uniformly continuous on ]0; 1]; (2 points), but not
uniformly continuous on R:(3 points).

Exercise 1 (07 points) The nth roots of unity

1. Solve in C the equation: (1)... Zn = 1: (n 2 N�) :(2 points).

2. Deduce then the solutions of the equation: (2)... Zn�1 + Zn�2 + :::+ Z + 1 = 0:(2 points).

3. Put n = 3. Represent the three solutions Z1; Z2 and Z3 of the equation Z3 = 1 on the trigonometric
cercle, (1 point). What can you notice? (0.5 points).

4. Find M = Z1 + Z2 + Z3:(1.5 points).

Exercise 2 (08 points) The Fibonacci sequence
Let be the sequence (Un)n2N de�ned by :

�
8n 2 N : Un+2 = Un+1 + Un
U0 = 0; U1 = 1:

1. Show that :8n 2 N : Un+2Un � U2n+1 = (�1)
n+1 :(2 points):

2. Verify that we may put
Un+1
Un

;8n 2 N� in the form Wn+1 = f(Wn).(1 point).

3. Show that
�
Un+1
Un

�
n2N�

converges, then �nd its limit.(5 points).

Cell phones are strictly prohibited. Good luck.
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Université Abou Bekr Belkaid Tlemcen. 1�ere année LMD (2023/2024).
Faculté des Sciences M et MI, durée 1h:300, le 17/01/2024.

Correction de l�examen �nal Analyse1

Question de cours (5 points)
1. Montrer que la fonction f dé�nie par f(x) = x2 est uniformément continue sur ]0; 1] :

Méthode 1 : f est uniformément continue sur ]0; 1],

8" > 0; 9� > 0= 8x1; x2 2]0; 1]; jx1 � x2j < �) jf(x1)� f(x2)j < "::::(�)(1 point)
Soit " > 0;
On a

jf(x1)� f(x2)j =
��x21 � x22��

= jx1 � x2j jx1 + x2j
� 2 jx1 � x2j ; car 0 < x1 � 1 et 0 < x2 � 1(0:5 point)

Il su¢ t donc de prendre � < "
2
(0:5 point)pour avoir jx1 � x2j < "

2
) jx21 � x22j < ":

Finalement,

8" > 0; 9� = "

2
> 0= 8x1; x2 2]0; 1]; jx1 � x2j < �) jf(x1)� f(x2)j < ":

Méthode 2: f est k-Lipschitizienne sur ]0; 1]) f est uniformément continue sur ]0; 1]:
On commence par montrer que :

8x1; x2 2]0; 1]; jf(x1)� f(x2)j � 2 jx1 � x2j (1 point)

exactement comme dans la méthode 1.
Alors, f est 2-Lipschitizienne sur ]0; 1], ce qui veut dire qu�elle est uniformément continue sur ]0; 1]:(1 point)

2. On montre maintenant que f n�est pas uniformément continue sur R:
C�est-à-dire qu�on veut montrer maintenant la négation de (�) sur R:

9" > 0 = 8� > 0; 9x1; x2 2 R; (jx1 � x2j < �) ^ (jf(x1)� f(x2)j � ") :(1 point)
On montre d�abord que :

8� > 0; 9n 2 N�= 1
n
< �

Le n demandé existe toujours car R est archimédien, il su¢ t de prendre n� = E
�
1
�

�
+ 1:(0:5 point) Il

dépend de �:
On dé�nit maintenant deux nombres qui dépendent de n� , (c�est-à-dire qu�ils dépendent indirectement

de �). �
x1;� = n� +

1
n�
(2 R)

x2;� = n� (2 R)
:(0:5 point)

On a jx1;� � x2;�j =
���n� + 1

n�
� n�

��� = 1
n�
< �:(0:5 point)
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Et en même temps, on a jf(x1;�)� f(x2;�)j =
�����n� + 1

n�

�2
� (n�)2

���� = 1
n2�

+ 2 > 2:(0:5 point)

Finalement :

9" = 2 > 0 = 8� > 0; 9 (x1;� = n� +
1

n�
; et x2;� = n�) 2 R2; (avec n� = E

�
1

�

�
+ 1)

tels que (jx1 � x2j < �) ^ (jf(x1)� f(x2)j � ") :

Exercice 1 (07 points)

1. Résoudre dans C l�équation (1)...Zn = 1: (n 2 N�) :
On écrit Z = jZj ei� et 1 = (1)ei0 ; on trouve alors que :

Zn = 1, jZjn ei�n = (1)ei0

,
�
jZjn = 1
ei�n = ei0

,
�
jZj = 1
�n = 0 + 2k�; k 2 f0; 1; 2; :::; n� 1g

,
�
jZj = 1
� = 2k�

n
; k 2 f0; 1; 2; :::; n� 1g (1 point)

Donc l�ensemble des solutions de l�équation (1) contient exactement n solutions. Il est donné par :

Sn =
n
e
2k�
n ; k = 0; 1; 2; :::; n� 1

o
=

n
1; e

2�
n ; e

4�
n ; :::; e

2(n�1)�
n

o
(1 point)

2. En déduire alors les solutions de l�équation (2)...Zn�1 + Zn�2 + :::+ Z + 1 = 0:

Il su¢ t d�écrire : Zn�1 + Zn�2 + :::+ Z + 1 =
Zn � 1
Z � 1 pour Z 6= 1:

On trouve alors :

Zn�1 + Zn�2 + :::Z + 1 = 0,

8<:
Zn � 1
Z � 1 = 0
Z 6= 1

,
�
Zn � 1 = 0
Z 6= 1 (1 point)

L�ensemble des solutions de l�équation (2) est donné par :

S 0n = Sn�f1g:
=

n
e
2�
n ; e

4�
n ; :::; e

2(n�1)�
n

o
(1 point)

3. Représenter les trois solutions Z1; Z2 et Z3 de l�équation Z3 = 1 sur le cercle trigonométrique.

Là, n = 3 donc S3 =
n
1; e

2�
3 ; e

4�
3

o
:
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(1 point)

Que pouvez-vous remarquer ?

Nous pouvons voir que le triangle résultant est un triangle équilatéral.(0:5 point)

Ou alors, d�une manière générale, les racines énièmes de l�unité forment les sommets d�un plygône
régulier.

4. Trouver M = Z1 + Z2 + Z3:

M = 1 + e
2�
3 + e

4�
3

= 1 + e
2�
3 +

�
e
2�
3

�2
(0:5 point)

M est la somme de trois termes d�une suite géométrique de premier terme égal à 1 et de raison égale à
e
2�
3 : Donc :

M = (1) :
1�

�
e
2�
3

�3
1� e 2�3

=
1� e2�

1� e 2�3

=
1� 1
1� e 2�3

= 0:(1 point)

Et d�une manière générale, dès que n � 2, la somme des racines énième de l�unité est égale à 0.

Exercice 2 (08 points) La suite de Fibonacci

1. Montrer que :8n 2 N : Un+2Un � U2n+1 = (�1)
n+1 :

Première méthode : par récurrence
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(a) Véri�cation : n = 0,(0:5 point)
On a U2 = 1: Donc U2U0 � U21 = �1 = (�1)

0+1 :

(b) H.R : Un+2Un � U2n+1 = (�1)
n+1 (0:25 point)

(c) Preuve: On veut montrer que : Un+3Un+1 � U2n+2 = (�1)
n+2

Un+3Un+1 � U2n+2 = (Un+2 + Un+1)Un+1 � Un+2 (Un+1 + Un) (0:5 point)
= U2n+1 � Un+2Un
= �

�
Un+2Un � U2n+1

�
= � (�1)n+1 d�après l�H.R

= (�1)n+2 CQFD (0:5 point)

(d) Conclusion : 8n 2 N : Un+2Un � U2n+1 = (�1)
n+1 :(0:25 point)

Deuxième méthode : par les suites géométriques

On pose 8n 2 N� : Vn = Un+1Un�1 � U2n, On obtient alors :

Vn+1 = Un+2Un � U2n+1
= (Un+1 + Un)Un � (Un�1 + Un)Un+1
= U2n � Un+1Un�1
= �Vn(1 point)

Donc, 8n 2 N� : Vn+1 = �Vn:
Ce qui veut dire que (Vn)n2N� est une suite géométrique de premier terme V1 = �1
et de raison q = �1:(0:5 point)
Et donc 8n 2 N� : Vn = (�1)n�1 V1 = (�1)n CQFD.(0:5 point)

2. Véri�er qu�on peut mettre
Un+1
Un

;8n 2 N� sous la forme Wn+1 = f(Wn).

On peut montrer facilement que : 8n 2 N�; Un > 0:

On pose 8n 2 N�;Wn =
Un+1
Un

: On voit bien aussi que 8n 2 N�;Wn > 0:

On a alors : Wn+1 =
Un+2
Un+1

=
Un+1 + Un
Un+1

= 1 +
1�

Un+1
Un

� = 1 + 1

Wn

:

Donc Wn+1 = f(Wn) où : f(Wn) = 1 +
1

Wn

et W1 =
U2
U1
= 1:(1 point)

3. Montrer que
�
Un+1
Un

�
n2N�

converge puis trouver sa limite.

On considère la suite (Wn)n dé�nie par :8<: 8n 2 N� : Wn+1 = 1 +
1

Wn

W1 = 1:

Ainsi que sa fonction associée : f(x) = 1 +
1

x
sur le domaine D = [1;+1[:(0:5 point)

6



� f est continue sur D:(0:25 point)

� f 0(x) = � 1
x2
(0:25 point)

x 0 +1
f 0(x) k �
f(x) k+1

k &
k 1

(0:25 point)

� f(D) =]1;+1[� D:(0:25 point)
� f est décroissante, donc (Wn)n n�est pas monotone, par contre (W2n)n et (W2n+1)n sont monotones
de signes de variations contraires.(1 point)

� Cherchons les points �xes de (f � f) :

(f � f) (x) = 1 + 1
f(x)

= 1 + 1

(1+ 1
x)
=
2x+ 1

x+ 1
: Puis (f � f) (x)� x = 2x+ 1

x+ 1
� x = �x2 + x+ 1

x+ 1
; donc,

(f � f) (x)� x = 0() x1 =
1 +

p
5

2
> 0 (accepté) et x2 =

1�
p
5

2
< 0 (refusé):(1 point)

Donc (f � f) admet un seul point �xe dans D qui est le point : � =
1 +

p
5

2
; (le nombre d�or).

� f est décroissante donc (f � f) est croissante et c�est la fonction associée aux sous suites (W2n)n et
(W2n+1)n.(0:25 point)

� Puisque W1 = 1 et W3 =
3

2
alors (W2n+1)n est croissante et donc (W2n)n est décroissante.(0:25 point)

� W1 = 1 � � alors , 8n 2 N�;W2n+1 � � car � est un point �xe de (f � f), ce qui fait que (W2n+1)n est
croissante et majorée, elle converge donc vers �; l�unique point �xe de (f � f) dans D: i.e. (W2n+1)n !
�:(0:25 point)

� (W2n)n est décroissante et minorée par 1, elle converge donc vers �; l�unique point �xe de (f � f) dans
D:(0:25 point)

Conclusion:
(W2n)n ! � et (W2n+1)n ! � donc (Wn)n ! �:(0:5 point)
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