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Controle continu: Analyse 1

Calculatrices et téléphones non autorisés.

Exercice 1: [9 pts]

1. Résoudre dans R I'équation, E(|z + 3|) = 1.
ol F(.) désigne la partie entiere d’un réel telle que E(.) € Z et | . | € RT.

2. On rappelle que v/2 et /5 sont irrationnels (c’est a dire que v/2,/5 ¢ Q).
Montrer alors par ’absurde que V2 4+ /5 est irrationnel.

3. Soit
I={zeR,(z—3)(z+2)>0}n[—4,5[.

(a) Montrer que I est la réunion de deux intervalles.

(b) Déterminer (s’ils existent) : les majorants, les minorants, la borne
supérieure, la borne inférieure, le maximum et le minimum de 1.

Exercice 2: [5 pts]
Soient les nombres complexes a et b tels que

a=+V3—i et b=(V3+1)+i(vV3-1).
1. Vérifier que b = (1 + 1) X a.
2. En déduire que |b] = 2v/2 et arg(b) = I—; + 2km, k € Z.

3. Résoudre dans C, I’équation suivante: 22 + 22 + z = 0.

On donne:

el %

-
NS
S

cos(—g) =—, sin(—g) =-3 COS(Z) =sin(—) =

Exercice 3: [6 pts]

Soit (Uy)nen la suite définie par Vn € N, U, 41 =2 —

1. Montrer que Vn € N, U,, > 1.
2. La suite (U,)nen est-elle monotone?

3. La suite (Uy,)nen est-elle convergente? Quelle serait sa limite?
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Exercise 1: [9 pts]

1. Resolve in R, E(|z +3|) = 1.
" E(.) designate the integer part of a real. E(.) € Z and | . | € R* ".

2. Let /2 and v/5 two irrationals numbers. Show by absurd that, the number
V2 + /5 is irrational.

3. Let
I={zeR,(z—-3)(x+2)>0}n[-4,5].

(a) Put these set an interval union.
(b) Find the set of all upper bound, lower bound, supremum, infimum,
maximum and minimum if there exists.

Exercise 2: [5 pts]
Let a and b be two complex numbers such that :

a=vV3—i,b=(3+1)+i(/3-1).
1. Check that b = (1+1) X a.

2. Deduce that |b| = 2v/2 and arg(b) = I—; + 2km, k € Z.

3. Resolve in C, the following equation: 23 + 22 + z = 0.
We give:
T
cos(— §) =
Exercise 3: [6 pts]

Let (Up)nen be a number sequence, such that :

1
VnEN7Un+1:2—U—andU0:2.
n

1. Show that Vn € N, U, > 1
2. The sequence (Up,)nen is it monotone?

3. The sequence (Up)nen is it a convergent sequence? what would be its
limite.
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Corrigé du contrdle continu: Analyse 1

Exercice 1: [9 pts]

1.

Résoudre dans R, ’équation: E(|z + 3|) = 1.
Par la définition de la partie entiére d’un réel, on a

E(lr+3))=1<1<|z+3]| <2 (*)
Siz+32>0,iexz> -3, alors:
Mel<r+3<2—= 2<z<-1.

Ainsiz > -3 et -2 <z < —1. Douz € [-2,—1].
Siz+3<0,iexz< -3, alors:

(e -2<z4+3< -1 -5<a<—4
Ainsiz < —3 et =5 <z < —4. D’ou z € ]-5, —4].

Conclusion

E(lz+3))=1e 2z €]-5—-4U[-2,—1].

. Supposons par absurde qu’il existe r € Q, tel que v24++/5 = r.

V24+Vi=reV2=r-Vie V2)?2=r*+5-2rV5

2
=5 = ! ;; 3 € Q. Absurde.

Conclusion

V2+V5 ¢ Q.

a) Montrer que I est la réunion de deux intervalles

I={zeR,(z—-3)(z+2)>0}N[-4,5]

(x=3)(xz+2)>0si(x€]—o00,—2] U3, +00|),
Donc
I =(]—o00,—2]U[3,400[) N [—4,5]

Conclusion
I=[-4,-2]UJ3,5]

(0,75)

(0,5)

(0,25)

(0,75)

(0,75)

b) Déterminer (s’ils existent) : les majorants, les minorants, la borne

supérieure, la borne inférieure, le maximum et le minimum de 1.
- L’ensemble des majorants de I sont [5, +0o0].

(0,5)



- L’ensemble des minorants de I sont | — co, —4].
- La borne supérieure de I est 5.

- La borne inférieure de I est —4.

- Le maximum n’existe pas.

- Le minimum de [ est —4.

Exercice 2: [5 pts]
Soient les nombres complexes a et b tels que

a=+v3—iet b=(vV3+1)+i(v/3-1).

1. Veérifier que b = (1 +1i) X a.
b=(1+i)xa=1+i)(V3—i)=(V3+1)+i(vV3-1)

2. En déduire que |b] = 22 et arg(b) = %;r+2k7r,k €Z.

[b] = [(1+1) x a| =|1+1|]|a]

(0,25)

(0,25)

L+l = V2, [VB—i| = (/ (V)2 + (1)) =2 (0,25+0,25)
arg(b) = (arg(1 + 1) + arg(a)) + 2kn, k € Z. (0,5)
Posons 01 = arg(1l + i) et 05 = arg(a).
Si 61 = arg(1 + 1), alors
cos(fy) = g, sin(61) = g Ainsi 6, = Z +2kr, ke (0,25)
Si 0y = arg(a), alors
1
cos(fz) = ?, sin(fy) = —3 Ainsi 65 = —g +2km, ke€Z (0,25)
Donc
T -7
3. Résoudre dans C, I’équation suivante 23 + 22 4+ z = 0.
B4 tr=082(:24+2+1)=0 (0,5)
(z1=0) (0,5)
AGziyn = (1)? —4(1)(1) = =3 = (iV3)? (0,5)
1 14
2 = +\/§ 2y = %\/g (0,5+0,5)



Exercice 3 : [6 pts]
Soit (U,).=0 la suite définie par
Ug =2,
VneN, U = 2—~U§~

1) Montrer que ¥n € N, U, > 1.

2) La suite (U,),=o est-elle monotone ?

3) La suite est-elle convergente? Quelle serait sa limite?
REP :

1) Montrons par récurrence surn € N.

1-a) Initialisation
sin =0, Uy = 2 par définition, et on a bien2 > 1. (0.25)

1-b) Hérédité

(HR) On suppose que pour un certainn € N, U, > 1 pour tout £ < n. (0.25)

On montre alors que U,+; > 1.
Premiere méthode : (01)
signe de U,+; - 1.
Mg ] & Beels 5] -2
Uy U
= U -1

U,

D’aprés (HR),U, - 1 > 0 et forcément U, > 0. Donc
Upi -1 =8=1 > 0. Ainsi Uy > 1.

n

Deuxiéeme méthode :  (01)

D’aprés (HR),
L'Tn > 1 = < _L > —1
Sk 2=
:”2—{}73 >2-12 Up > L.
*Conclusion:Vn € N, U, > 1.(0.5)
2) Soitn € N.
— 1 - _Uh-2U, + = 1)’
Ut -0, = @ )-Un = - 2 %D b e ‘UU”” < 0,(0.5)+(0.5)
car U, > 1 > 0. Ainsi, pour tout n € N, U,+; - U, < 0 ce qui signifie que la suite (U,),=o est
(strictement) décroissante. (01)

3) La suite (U,),=o étant décroissante et minorée, elle converge vers /. (0.5)

Calculde/ : U,y =2-—L — [=1lim U, =lim (2 —L )
Un H—+00 n—+oo DT}?
=2-lim L =2--1
o325 U ! 1.5)

Ainsi/=2--% -2 =21-1-(-1)2=0,doul=1.
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