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Epreuve Finale

Exercice-01 : (05 points)

I. Soit N > 2 et 1 < p < oo. Démontrer qu’il existe une constante C tel que pour tout u € Hjad(RN), on
a

fu(@)| < Cla| =% (|[Vul, + [Ju]l,)

I1. Soient N > 1 et o € R tel que o+ N > 0. On désigne par |.| la norme euclidienne de RY et 1 < p < oc.
— Vérifier que
div|z|“z = (a + N)|z|.

— Démontrer 'inégalité de Hardy-Sobolev suivante :

p p
P (e} < P a+p 1 N
/RN lu(2)[P|z|* dz < (a+N) /RN Vu(z)Plz|tP do Vu € CLRY)

Exercice-02 : (06 points)

Soit le probléme suivant : ¢

-Apu = f(x) dans Q
u = 0 sur 0€). (1)
u > 0 dans Q.
f € L™(Q), est une fonction positive et A’;—fp <m < %, p > 2 et Q est un ouvert borné de RY et A,u =

div(|Vu[P=2Vu).

1. Démontrer 'existence de la solution faible du probleme (1).

Soit la fonction convexe ¥ : R — R donnée par

3B

U(s) =
BTV (s —T)+1T7, s> T,
_ m**
Avec 8 = o
2. Démontrer que :

>1

—Ap(T(w) < W' ()P (=Ap(w).

Nm

——, de plus, il existe une
N —pm

3. A l'aide de la fonction ¥ démontrer que la solution w € L™ " (Q) avec m** =

constante positive C, tel que
]l e < €17



Exercice-03 : (09 points)
I. On considere le probleme suivant :

—Aw + uw_rﬁ_lz)\wﬂ_l dans Q

w = 0 sur o)

Ou2<p<2*<m, A\, u>0.

AN el S

Fixer le cadre fonctionnel de la solution.

Donner la fonctionnelle d’énergie ainsi que la formulation variationnelle du probleme (2).
Démontrer l’existence de solutions faible du probleme (2).

Démontrer que la solution du probleme (2) est positive.

Soit la fonction W, donnée par

0, s<k,
U(s) = S;k, k<s<k+e,
1, s>k+e

On définit
Ey={zeQ: w(x) >k}

En utilisant ¥.(w) comme fonction test dans (2), démontrer que la solution w € L*>(Q).

II. Pour A =1, p=2*et u =0, Q = B1(0), le probleme (2) devient :

1.
2.

—Aw = wr ! dans Q
w > 0 dans Q, (3)
w = 0 sur 01,

Donner l'identité de Poholzaev.

Démontrer que la seule solution est la solution triviale.

Bonne chance.



