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Module: Th.semigroupes, Master M2 biomaths, Examen final, durée 1h30.

Exercicel: 07 pts Soit A un opérateur linéaire borné, A € I(X), X un
espace de Banach. On pose

T(t) = 4 = YA
n:

n>0

a) 04 pts Montrer que T'(t) est un C%semigroupe sur X.
Sol: 1l est facile de voir que T(0) = I. Comme tA et sA commutent, il
s’ensuit que
T(t+s)=T)T(s)

t"A"x
ey — = Z
n!

n>1

La relation

donne que la convergence est uniforme , et on obtient

lim(ettz — ) =0
t—0
b)Determiner son génerateur .

Sol: 03 pts On a

et —o Ay
lim = lim
t—0 t t—0 n!
n>1
) tnAn—i—lx ) tnAn+1x
Imd v S ATHIm) Ty =4s

Exercice2. 07 pts Soit T'(t) € [ (X) avec

T(0) =Ix
Tt+s)=Tt)T(s), Vt,s>0

On pose
Xo={zeX :T{t)x —x,qd t — 0}

1) Montrer que X est un sous espace vectoriel fermé.
Sol: 03 pts Soient x € X, et y € Xy, On a

T(t) (ax + By) = oT'(t)z + BT(t)y — ax + Py, qd t — 0
ceci implique ax 4+ By € Xy. Montrons que X est fermé.En effet , on a

IT@) <M Vtelo1].



Remarquons que siz, € X, avecx,, — x, alors pout t petit et n assez grand

1T(t)z — || < |T(#)z = T@)znll + [|T(E)2n — 20| + 20 — 2|
€ €
< (M +1) ||z, — T wp — 2ol < (M +1)———— 4 = =
< (M ) 2+ [T O = ]| € (M 4 1) g + 5 =
ainsi
z € Xy
2) Montrer que T(t)Xo C Xo, V ¢t > 0.
Sol: 02 pts Soit Soit z € X, alors

T(h)T(t)x — T(t)x = T(t) [T(h)z — 2] — 0, qd h — 0

ceci montre que
T(t)a? € Xp

3) 02 pts Montrer la réstriction de T(t) & Xg est un C%semigroupe sur X.
Sol: facile.

Exercice 3.06 pts
Soit A un opérateur linéaire .On considere le systeme

U — Au+ F(u), t>0
(S){ it = du s 10

a) Donner des conditions suffisantes sur A et F pour que (S) admet une
solution unique.

b) Justifier (a).

a) Sol: 03 pts il suffit que F soit Lipschitzienne et A engendre un C°
semigroupe.

b) 03 pts On considére 1'opérateur

d:C([0,b];X)— C(]0,b];X)
défini par

@(u)(t):T(t—s)uo—l—/O T(t—r)F (u(r) dr

et on montre que pour b assez petit ® réalise une contraction (voir le cours).



