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Exercice 1 (4 pts).

Soit E un ensemble, et soit u* : P(E) — [0, +00| une mesure extérieure ; soit M (pu*) la tribu
des parties p*-mesurables (au sens de Caratheodory).

1. Donner la définition d’une partie p*-mesurable.

2. Soit Ay, Ay C E tels que Ay N Ay = 0. Montrer que si Ay € A (1*) ou Ay € M (1), alors

p* (A1 U As) = p (A1) + p*(Aa).

3. Soit A C B C E. Montrer que si C € M (p*) et satisfait A C C et p*(A) = p*(C), alors
p*(B) = p*(BUC).

Solution
1. On dit que A € Z(F) est p*-mesurable (au sens de Caratheodory) si

VB e Z(E), p'(B) =p (BNA)+p(B\A).  (1pt)
2. Supposons que A; € (") donc
pr (AU Ag) = p*((Ar U Ag) N AL + 7 (A1 U Az) \ Ay).

Si AjNAy = (alors (AjUAy)NA; = A et (A1UAR)\ A; = As. Dol le résultat. (1.5 pt)
3. S0it AC BC FE.SiC e . (u*) alors

R(BUC) = w(CUBNC) 4 (CUB)\O)

= pw(C)+p(B\C), (0.5 pt)

et

p(B)=p(BNC)+p*(B\C)... (1) (0.5 pt)
SiACBet AC Calors AC BNC C C donc p*(A) < p(BNC) < p*(C) et puisque
p*(A) = p*(C) on obtient p*(BNC) = p*(C). D'ou (1) s’écrit

pH(B) = p(C) +p*(B\C). (0.5 pt)

Ainsi p*(B) = p*(BUC).

Exercice 2 (4 pts).

1. Rappeler le lemme de Fatou.

2. Soit (E, F,u) un espace mesuré et soit (f,) une suite de fonctions mesurables positives
sur E telle que f, < f,VYn €N, et f,(x) — f(z), Vx € E.

Montrer que
lim /fnd,u:/fdu.
n——+00 E E

1




Solution
1. Lemme de Fatou :Soit (F,.%,u) un espace mesuré. Si (f,), est une suite de fonctions
mesurables positives sur F (& valeurs dans [0, +oc]), alors

n—4o00

/ liminf f,du < hm mf/ fndp. (1 pt)
E

2. Si [, fdp < +oo alors d’aprés le TCD on a

mléhwzzyw. (0.5 pt)

n——+o00

Si fE fdp = +o00. D’apres le lemme de Fatou on a

n—-+o00

/hmlnf fadp < hmlnf/ fndp. (1)
E

Or liminf, , o fn = f car hm fo(z) = f(z), Vx € E. (0.5 pt)
Donc (1) s’écrit
/fdp < hmmf/ fadp. (0.5 pt) (2)

ce qui donne
lim inf/ fndp = +00 (0.5 pt).
E

n——+oo

Donc on a aussi limsup,,_, . [ fudu = 400 (0.5 pt) (puisque liminf, o [, frdp <
limsup,,_, o [ fadp) Ainsi

lim /fndu:—i-oo:/fd,u. (0.5 pt)
n—-+00 B B

Exercice 3 (4 pts).
Soit (E,Z,u) un espace mesuré. On dit qu’une suite de fonctions mesurables (f,), est
convergente en mesure vers 0 si pour tout € >0 on a lil’f pw({x e B, |fulx)] >e}) =0.
n—-+0o0
1. En utilisant l'inégalité de Markov montrer que si liIJ’I_l / | fuldp =0, alors (f,)n converge
n—-—+00 E

en mesure vers 0.
2. La réciproque est-elle vraie ¢ (considérer l'exemple ou E = [0,1], F = A([0,1]), p =\ la
mesure de Lebesque et f, = nQX]O ;])

Solution
1. Pour tout € > 0 et tout n € N on a d’apres I'inégalité de Markov

plr e B f@l >N < 2 [ Inkde (@)
En faisant tendre n — +oo dans cette inégalité on obtient

lim p({x € E, |fo(z)] >¢})=0. (0.5 pt)

n—+oo



Donc (f,), converge en mesure vers 0.

2. La réciproque de 1. est fausse. En effet, soient F = [0, 1], # = %([0,1]), © = A la mesure
de Lebesgue et f, = n2X]0,;]-

Soit € > 0, on a '

~f10,E] sin?>e
werln@ =a={ " 220 05
donc
S A(]0,]) =2 sin?>e
wliee B Al > = { A7) = S s
Ainsi lir+n uw({x € E, |fu(x)] >e}) =0, et donce (f,), converge en mesure vers 0. (0.5 pt)
n—-+0oo
D’autre part,
1
/ | fuld\ = n?\ GO,—]) =n, Vn € N* (0.5 pt)
[0,1] "
Donc [ 41 |faldA tend vers +o0. (0.5 pt)
Exercice 4 (4 pts).
Calculer . ) .
lim n”sin(z/n) dz.
n—o+oo Jo (1 +nz)(1+ 2?)
Solution
Posons > gin(/n)
n?sin(z/n
fn(l‘) = 2
(1+nx)(1+ 22)
e Pour tout n > 1, f, est mesurable (car continue sur R"). (0.5 pt)
e On a
sin () nx 1
) li & = ' 0
B e e R
0 sizx=0
Ainsi
- _ -
nl—l&loo fu(z) = o2 M —p.pdansR™. (1 pt)

e On a pour tout n > 1 et v € R

ne 1

n?sin (£)
n < <
T (I+nz)(1+22) = 1+a?

(14 nz)(1 + 2?) =9(x), (1 pt)

o) =

car |sinz| < |z| pour tout # € R, et lintégrale généralisée de Riemann de g sur R est
convergente (et absolument puisque la fonction g est positive), et puisque g est mesurable
(car elle est continue) la fonction g est intégrable sur RT. (0.5 pt)

Donc, le théoréme de convergence dominée s’applique et ’on obtient

+oo
Hm i falw)de = lim . fo(2)d(2)
- [ f<>dA<>—/+°o Lo = farctan(@i* = 5. (1 pt)
= R+n_1)1}r100nx T) = ) [ o = larctan(z)]g™ = o p



Exercice 5 (4 pts).
1. Montrer que ¥Vt € R, l’intégrale
2. Pour tout t € R, on pose

+00  sin(xt)
0 z(z2+1)

[T sin(xt) .
F®) _/0 z(z? + l)d ‘

Montrer que la fonction F est dérivable sur R. Calculer F'(t).
3. Montrer que pour tout t € R*

+o0 3
Fl(t) = 1/ 2z sm(xt)dx
0

dx est convergente.

t (x2+1)2
Solution _
1. La fonction = — f(t,x) = % est continue sur |0, 1] et se prolonge par continuité en 0
i t
(car lim % = t), donc elle est intégrable sur [0,1] 0.5 pt. Sur Iintervalle [1, +o00[, on
a la majoration
sin(xt) 1
t =|—| < —=
£t )l a:(xz—kl)‘ -2
et foo 4 < +o0, donc la fonction x — ;(liéffi) est intégrable sur [1,+oo[ 0.5 pt, ainsi elle
est intégrable sur [0, o0/
2. Posons .
F(t) = / sin(xt) I
o x(xz+1)
o Ji (=)
cos(x
—(1 = 0.5 pt
ot (t,2) 2+1’ P
et pourt € Ron a
of
—(t < . 0.5 pt
’at(’x)’—xhrl P

Comme la fonction z +— I%H est intégrable sur ]0,+oco[, 0.5 pt et en vertu du théoréme

de dérivabilité des fonctions définies par des intégrales, la fonction F' est dérivable sur R .
0.5 pt et on a pour tout t € R

“+oo
F'(t) = / os(®) 1. 0.5 pt
0

241

3. Par intégration par parties, pour tout ¢ € R*

Flt) = /O  cos(at) Lsin(xt) r‘” . /0+°° 2 sin(at)

22 41 (z2+1) ], Hx2 +1)2
1 [T 2z5si t

_ 1 / Zusin(@t) 05 pt
tJo (a2+1)



