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Exercice 1 : (10pts)

1. Soient A et B deux matrices carrées réelles ou complexes d’ordre n, qui ne commutent
pas i.e, AB �= BA. Montrer que AB et BA ont le même spectre (les mêmes valeurs
propres). (Indication : On peut commencer par le cas où A, ou bien B, est inversible ;
puis utiliser la densité de l’ensemble des matrices inversibles dans l’espace de toutes
les matrices carrées.)

2. On veut généraliser ce résultat à la dimension infinie. On prend deux opérateurs
linéaires bornés A et B dans un espace de Banach E de dimension infinie, et qui ne
commutent pas (AB �= BA). On fait l’hypothèse que par exemple A est inversible.
Montrer alors que σ(AB) = σ(BA).

Exercice 2 : (10pts) On considère l’espace de Hilbert H = L2
C([0, 1]) muni de son produit

scalaire habituel. On définit l’opérateur linéaire suivant

(Tx)(t) = i x�(t) +

� 1

0

x(s) ds

sur le domaine D(T ) = W 1,2
0 ([0, 1]).

1. Montrer que T est non-borné. (Indication : on pourra utiliser les fonctions
un(t) = sin(nπt) avec les entiers n ≥ 1.)

2. Montrer que T admet un adjoint T ∗, puis calculer cet adjoint.

3. Déterminer les spectres ponctuels de T et T ∗.

4. En déduire les spectre de T .










