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Exercice 1 (08 points)
On cherche à établir l�existence de solutions du problème suivant:

(1)

�
u 2W 1;p

0 (
)

�divDF (ru) = f au sens de D0
(
) ;

où 
 est un ouvert borné de Rn et F : Rn ! R une application convexe
satisfaisant les hypothèses suivantes:
i /8� 2 Rn; jF (�)j � C (1 + j�jp), 1 < p < +1 et C une constante positive.
ii / F (�) � � j�jp � �; � et � des constantes positives.
iii / f 2 Lp0 (
) :

1/ Déterminer J la fonctionnelle d�énergie associée au problème (1) : (1:5pt)
2/ Montrer qu�il existe u 2W 1;p

0 (
) qui minimise J sur W 1;p
0 (
) : (3:5pts)

3/ Sous quelle(s) condition(s) J admet un minimum unique.(1pt)
4/ Supposons maintenant que F est de classe C1 satisfaisant

jDF (�)j � C
�
1 + j�jp�1

�
: Montrer que tout point u 2 W 1;p

0 (
) minimum

de J est solution d�un problème variationnel à déterminer.(1pt)
Indication: Considérer la fonction j (t) := J (u+ tu) ; t 2 [�1; 1] ; Montrer

que j est de classe C1:
5/ Conclure.(1pt)

Exercice 2 ( 12 points)
Considérons le problème suivant:

(2)

�
�4u = �u+ g (x; u) dans 
;
u = 0 sur @
;


 un domaine borné de Rn (n � 3) ; � un paramètre positif, g:
 � R! R,
mesurable pour presque tout x dans 
 et continue pour u 2 R, véri�ant les
hypothèses suivantes:
i/ jg (x; s)j � �+ � jsjq ; � et � des constantes positives, q < n+2

n�2 :
ii/ G étant la primitive de g véri�ant G (x; 0) = 0 et 8" > 0; 9� > 0 tel que

jsj � �; jG (:; s)j � " jsj2 :
iii/ 9� > 2; R > 0 tel que si jsj � R; 0 < �G (x; s) � sg (x; s) :
1/ Déterminer E la fonctionnelle d�énergie associée au problème (2) ; mon-

trer que E est de classe C1: (3pts)
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2/ Montrer que E n�est pas bornée inférieurement.(2pts)
3/ Sous quelles conditions l�origine est un minimum local de E surH1

0 (
) : (2pts)
4/ Montrer que toute suite de Palais Smale est bornée dans H1

0 (
) :Déduire
qu�il existe une sous suite qui converge fortement dans H1

0 (
) : (3pts)
5/ Conclure.(2pts)
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